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GEOMETRIJA POLINOMA U RADOVIMA MIHAILA
PETROVI�A I ǋEGOVIH NASLEDNIKA

RADOX BAKI�*

�ARKO MIJAJLOVI�**

GRADIMIR V. MILOVANOVI�***

A p s t r a k t. – Pored Diferencijalnih jednaqina, gde je Mihailo Petrovi�
bio najuspexniji, Geometrija polinoma je jox jedna matematiqka oblast u kojoj
je on bio veoma uspexan i gde je postigao znaqajna dostignu�a. Ne samo da je
doneo ovu oblast kod nas, ve� je zahvaǉuju�i ǌegovom uticaju, vixe znaqajnih
srpskih matematiqara radilo u toj oblasti i imalo prepoznatǉive i vredne
priloge. Pored pregleda Petrovi�evih rezultata iz ove oblasti, u ovom radu
dajemo kratku istoriju razvoja oblasti, doprinose Petrovi�evih naslednika,
kao i opxti trend u razvoju oblasti u posledǌim decenijama.

Kǉuqne reqi: geometrija polinoma, nule polinoma, trigonometrijske sume,
nejednakosti

1. Uvod
Glavni doprinosi Mihaila Petrovi�a u matematici nalaze se u oblasti

diferencijalnih jednaqina, zatim u realnoj i kompleksnoj analizi. Mada
je skoro qetvrtina ǌegovog nauqnog opusa klasifikovano u algebru (videti
Letopis �ivota i rada Mihaila Petrovi�a autora D. V. Trifunovi�a [47]),
i od toga vixe od polovine je objavǉeno u inostranstvu, uglavnom u fran-
cuskim qasopisima, ovi radovi tako�e su pro�eti idejama i metodama mate-
matiqke analize i teorije diferencijalnih jednaqina. Skoro da nema radova

* Uqiteǉski fakultet Univerziteta u Beogradu, i-mejl: rados.bakic@uf.bg.ac.rs
** Matematiqki fakultet Univerziteta u Beogradu, i-mejl: zarko.mijajlovic@gmail.com
*** Srpska akademija nauka i umetnosti, i-mejl: gvm@mi.sanu.ac.rs
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qisto algebarskog karaktera. Ipak, prvi Petrovi�ev rad O jednoj modifikaciji
Grefeovog metoda rexavaǌa vixih brojnih jednaqina, ima algebarsko obele�je.
Spomenimo da je Petrovi� ovaj rad napisao ve� u devetnaestoj godini, kao
student prve godine Velike xkole u Beogradu 1886. godine. Rad nije objavǉen
i postoji samo u rukopisu.

Petrovi�evi radovi iz algebre mogu se razvrstati u tri oblasti: teoriju
polinoma, teoriju brojeva i teoriju determinanata. U okviru teorije poli-
noma zanimao se za nekoliko tema: geometriju polinoma, tj. raspored nula
polinoma (sa realnim i kompleksnim koeficijentima) u kompleksnoj ravni,
opxte probleme u vezi sa algebarskim jednaqinama, teoriju simetriqnih
funkcija i numeriqko rexavaǌe algebarskih jednaqina. U teoriji brojeva
Petrovi� je imao naroqito interesovaǌe za svojstva prostih brojeva i Vil-
sonovu teoremu. Iz teorije determinanata ima zapravo par radova koji se
uglavnom odnose na ǌihovu primenu, pre svega u teoriji polinoma, ali i van
matematike, na primer u hemiji.

Daleko najznaqajniji i najdubǉi Petrovi�evi radovi iz algebre pri-
padaju oblasti geometrija polinoma. Pogledajmo na xta se taqno odnose ovi
Petrovi�evi radovi.

Veliki broj rezultata koji se odnose na polinome uspexno je prenet
na va�ne klase drugih funkcija, kao xto su na primer, cele i meromorfne
funkcije, i uopxte funkcije kompleksne promenǉive predstavǉene Tejlorovim
redovima. Petrovi� je upravo u ovoj oblasti ispoǉio veliki talenat i
originalnost. Rad u oblasti geometrije polinoma i generalno u teoriji
funkcija zapoqiǌe pod uticajem Ermita (C. Hermite) i Adamara (J. Hadamard).
Petrovi�evi radovi iz geometrije polinoma dodiruju veliki broj napred
opisanih tema i metoda.

U narednim sekcijama razmotri�emo ukratko Petrovi�eve radove iz ove
oblasti, kratku istoriju razvoja oblasti, kao i doprinose Petrovi�evih
naslednika i opxti trend u razvoju oblasti u posledǌim decenijama.

2. Doprinos Mihaila Petrovi�a u geometriji polinoma
Jedan od prvih radova iz geometrije polinoma je [23] iz 1899. Rad se

odnosi na raspored korena u kompleksnoj ravni algebarske jednaqine f(x) = 0
u odnosu na datu kru�nicu C sa centrom u koordinantnom poqetku O. Ovde
Petrovi� odre�uje uslove za spoǉaxǌi i unutraxǌi polupreqnik kru�nog
prstena P , tako�e sa centrom u O, a koji sadr�i kru�nicu C. Na osnovu
polupreqnika kru�nica kojim je definisan prsten P nalazi algebarski izraz,
odakle odre�uje taqan broj p ,,unutraxǌih” korena ove jednaqine, tj. nula
sadr�anih unutar kru�nice C. Ovaj izraz je logaritamski izvod trans-
formisanog polinoma f(x). Transformacija koju primeǌuje na polinom dobija
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se iteracijom algebarskog preslikavaǌa x 7→
√
x. Spomenimo da je rad prezen-

tovao Ermit u okviru geometrijske sekcije u qasopisu u kojem je objavǉen.
U radu [25] (1901), xtampan u Biltenu francuskog matematiqkog druxtva,

Petrovi� se bavi odre�ivaǌem doǌih granica modula nula datog Tejlorovog
reda uz pretpostavku da postoji zavisnost u nizaǌu koeficijenata reda, ili
bar numeriqke vrednosti dovoǉnog broja tih koeficijenata. U odre�ivaǌu
ove ocene polazi od Adamarove nejednakosti koja se odnosi na normu de-
terminante i modula vektora vrste iste determinante. Tako�e navodi vixe
primera na kojima su te ocene ilustrovane. Ovim radom Petrovi� zapravo na-
stavǉa istra�ivaǌe ponaxaǌa funkcija predstavǉenih Tejlorovim redovima
koje je zapoqeo Adamar. Naroqito je zanimǉiv Petrovi�ev rezultat o krugu
u kojem takve funkcije nemaju nula. Ne samo rezultat ve� i ideja dokaza su
Petrovi�eva originalna zamisao. Rad je privukao pa�ǌu nekoliko poznatih
matematiqara onog vremena. Na primer, nemaqki matematiqar E. Landau (E.
Landau) izuqava ovaj rad i qetiri godine kasnije u istom qasopisu detaǉno
analizira pomenuti Petrovi�ev rezultat. Tako, dokazuje da je on posledica
Jensenove nejednakosti. Zanimǉivo je da je danski matematiqar Jensen (J.
Jensen) dokazao svoju nejednakost iste godine kada je Petrovi� objavio ovaj
rad. I drugi poznati matematiqari se nadovezuju i dopuǌuju Petrovi�ev rad:
Fejer (L. Fejér), Hardi (G. E. Hardy), Montel (P. Montel).

U radu [27] (1906), Petrovi� utvr�uje za jednu xiroku klasu polinoma
oblast kompleksne ravni koja sadr�i sve nule polinoma iz te klase. Req je o
polinomima J(x) =

∑
k≤n akx

k gde su koeficijenti predstavǉeni integralom:

ak =

∫ b

a
A(t)r(t)k dt,

gde su A(t) i r(t) razne funkcije promenǉive t, realne i pozitivne za sve vred-
nosti t u razmaku integracije. Oblast se sastoji iz preseka sektora i kru�nih
prstena, a uglovi sektora i preqnici kru�nih prstena se precizno opisuju
utvr�ivaǌem argumenata i ocene modula polinoma p(x). Zanimǉivo je da se
ocene vrednosti argumenata jednostavno odre�uju na osnovu promene znaka tri
funkcije sin(x), sin(nx) i sin((n + 1)x). Rad sadr�i veliki broj interesant-
nih primera za koje su izvedene ocene konkretizovane, tj. taqno su opisane
oblasti kompleksne ravni navedene vrste. Tako�e utvr�uje realan interval
koji sadr�i sve realne korene polinoma J(x).

Prvi deo rada [29] (1908) delimiqno se prepli�e sa jednim prethod-
nim Petrovi�evim radom [28] i odnosi se na simetriqne funkcije. Pri tome
uvodi niz racionalnih funkcija Nk(x) pridru�enih datom polinomu primenom
logaritamskog izvoda na prethodne qlanove niza. U drugom delu rada bavi
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se rasporedom nula u kompleksnoj ravni date algebarske jednaqine. Utvr-
�uje prirodnu vezu izme�u niza Nk(x) i broja korena jednaqine qiji modul
je ograniqen nekim pozitivnim realnim brojem %. Kao i ostali radovi, i ovaj
je ilustrovan brojnim numeriqkim primerima.

U radu [30] (1913) Petrovi� najpre izvodi, polaze�i od osnovne Adamarove
nejednakosti, nekoliko novih nejednakosti – ocena maksimalnog modula deter-
minante D n-tog reda nad poǉem kompleksnih brojeva. Tako, koriste�i odnos
aritmetiqke i geometrijske sredine nalazi:

|D| ≤ Bn

√
nn
,

gde je B kvadratni koren iz sume kvadrata modula svih elemenata determi-
nante. Potom koristi ove nejednakosti za razne ocene rexeǌa algebarskih
jednaqina i sistema linearnih jednaqina. Na primer, izvodi ocenu modula
osnovne simetriqne funkcije

sn = αk1 + αk2 + · · ·+ αkn

korena αi algebarske jednaqine n-tog reda. Nadovezuju�i se na Adamarove teo-
reme, Petrovi� daje ocene nula celih funkcija. Na kraju, koriste�i samo citi-
ranu nejednakost o modulu determinante, daje direktan i u osnovi elementaran
dokaz teoreme koja se odnosi na nule najmaǌeg modula Tejlorovog reda. Ovaj
dokaz posebno je zanimǉiv s obzirom da je Landau dokazao istu teoremu na
sasvim drugi (i te�i) naqin koriste�i aparat analitiqkih funkcija.

U radu [31] (1913) Petrovi� se bavi slede�im problemom: Odrediti ni-
zove ω0, ω1, . . . realnih brojeva takve da ako algebarska jednaqina

a0 + a1x+ · · ·+ anx
n = 0

ima sve korene imaginarne, onda i jednaqina

ω0a0 + ω1a1x+ · · ·+ ωnanx
n = 0

tako�e ima sve korene imaginarne.
Sliqan zadatak, ali za realan sluqaj, raspravǉao je Lager (E. La-

guerre). Petrovi� daje opxte rexeǌe problema u vidu proizvoda relativno
jednostavnih integrala. Zatim navodi vixe zanimǉivih primera biraju�i
konkretne primere integrala. Isti problem varira, da svojstvo realnosti,
odnosno imaginarnosti korena bude odr�ano u sluqaju da se ispusti odre-
�en broj qlanova polinoma. U drugom delu rada raspravǉa sliqne probleme,
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ali sada u sluqaju stepenih redova. Sve ove rezultate koristi u odre�i-
vaǌu rasporeda nula ovih funkcija, na primer, u nala�eǌu doǌe granice
modula nula funkcija predstavǉenih Tejlorovim redom. Rad je bogato ilu-
strovan zanimǉivim primerima. Delove ovog rada Petrovi� je saopxtio na
Me�unarodnom kongresu u Rimu 1908. godine i rezultati rada imali su za-
pa�en odjek. Na primer, daǉa proxireǌa i generalizacije dao je Polia (G.
Pòlya), dok R. Jenq (R. Jentzsch) navodi isti rad u svojoj tezi. Prema reqima
akademika M. Tomi�a, Jenqova teorema da odseqci Tejlorovog reda imaju
taqke nagomilavaǌa na celoj periferiji kruga konvergencije predstavǉa samo
krajǌi domet ove vrste stavova.

Jedan od posledǌih Petrovi�evih spisa posve�en u potpunosti geo-
metriji polinoma je rad [33] (1919). I ovde se Petrovi� bavi rasporedom nula
algebarske jednaqine f(x) = 0 u kompleksnoj ravni. Naime, odre�uje kru�ni
prsten C u kojem polinom f(x) ima bar jedan koren i to najmaǌeg modula.
Dakle, f(x) nema nula okru�enih prstenom C. Primerima polinoma pokazuje
da je tako dobijen prsten C najboǉe odre�en. Ovaj rad je u vezi sa rezulta-
tima nekoliko drugih matematiqara koji su se bavili istim pitaǌem, izme�u
ostalih Fejera i Landaua.

U jednom broju radova Petrovi� se bavi raznim pitaǌima iz teorije
algebarskih jednaqina koja nisu u neposrednoj vezi sa geometrijom polinoma.
Ovi problemi naj�ex�e su vezani za razne algebarske i transcendentne trans-
formacije algebarskih jednaqina, simetriqne funkcije, nejednakosti i suma-
cione formule iz analize. Zanimǉivo je da u osnovi nekoliko radova le�i
Grefeova (K. H. Graeffe) transformaciona metoda za izdvajaǌe nula najve�eg
modula date algebarske jednaqine. Podsetimo se da je Petrovi� prvi put
o tome pisao jox kao student i ve� u ǌemu imao originalnih doprinosa.
Detaǉnu analizu ovog rukopisa uradili su M. Stojakovi� i D. Trifunovi� u
qlanku Petrovi�eva modifikacija Grefeove metode za rexavaǌe algebarskih jed-
naqina koji je objavǉen u kǌizi povodom stogodixǌice Petrovi�evog ro�eǌa,
,,Spomenica Mihaila Petrovi�a, 1868–1968”. Stoga se ovom prilikom ne�emo
detaǉno baviti ovim rukopisom, ali zato pogledajmo o qemu je Petrovi� pisao
u ostalim radovima iz ove oblasti.

U dosta opse�nom radu [24] (1899) Petrovi� primeǌuje transcendentne
transformacije na algebarske jednaqine, ali tako da transformisana jedna-
qina ostaje algebarska. Petrovi� zapravo rexava slede�i problem: obrazo-
vati novu algebarsku jednaqinu J ′ iz date algebarske jednaqine J takvu da
izme�u korena αi jednaqine J i korena βi jednaqine J ′ postoji veza oblika

βi = R(erαi , erαj , . . .)
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ili
βi = R(sin(rαi), sin(rαj), . . .)

ili
βi = R(cos(rαi), cos(rαj), . . .),

gde R oznaqava nekakvu algebarsku, racionalnu ili simetriqnu funkciju. Kao
xto vidimo, u ovom radu se pojavǉuje odsjaj ideja iz prvog Petrovi�evog neob-
javǉenog rukopisa. Istina, ovde se ne bavi postupcima za numeriqko izraqu-
navaǌe korena polinoma ve� ove transformacije uvodi sa ciǉem da utvrdi
raspored i broj nula datog polinoma u kompleksnoj ravni. Dakle, ovde na-
javǉuje temu kojom �e se sa velikim uspehom baviti u slede�e dve decenije. U
samom radu rexava nekoliko problema. Prvi je u vezi sa Hurvicovom teore-
mom, da se odredi broj kompleksnih korena algebarske jednaqine qiji je realni
deo maǌi od nule. Drugi zadatak koji rexava je da se za datu algebarsku jed-
naqinu odredi polinom qije su nule jednake parcijalnim zbirovima korena
polazne jednaqine. Najzad, u tre�em delu, koriste�i ve� dobijene rezultate,
daje metod za izraqunavaǌe jedne klase integrala. Spomenimo da je Petrovi�
ovaj rad objavio u Rad-u JAZU, neposredno po prijemu u qlanstvo JAZU.

U radu [26] (1906) Petrovi� daje nov, i u osnovi elementaran, dokaz
jedne ǋutnove teoreme koja daje dovoǉne uslove za koeficijente polinoma da
data algebarska jednaqina ima koren koji nije realan. Mada je ǋutn teo-
remu formulisao, dokaz nije objavio, niti je ostavio nagovextaj dokaza u
bilo kojem vidu. Prvi dokaz ǋutnove teoreme potiqe od engleskog matema-
tiqara Silvestera (J. J. Sylvester) iz 1866. godine. Zapravo ova teorema je
posledica jedne opxtije Silvesterove teoreme o broju realnih korena alge-
barske jednaqine u datom intervalu. U svom dokazu Petrovi� uvodi niz al-
gebarskih transformacija da bi na kraju primenio Rolovu teoremu. U dru-
gom delu rada detaǉno analizira primenu teoreme u sluqaju kubne jednaqine.
Na kraju izvodi primenom ǋutnove teoreme zanimǉivu nejednakost za realni
polinom f(x) = a0x

n+a1x
n−1 + · · ·+an, stepena n, sa pozitivnim koeficijentima

i qije su sve nule realne:

f(x) ≤
(

1 +
a1
na0

x

)n
.

U radu [28] (1907) Petrovi� nalazi analitiqki izraz za jednu simetriqnu
funkciju korena datog polinoma. Ovaj obrazac Petrovi� izvodi na dva naqina.
U prvom koristi svojstva logaritamskog izvoda, dok u drugom izvo�eǌu
primeǌuje Grefeovu metodu, vrxe�i transformacije na polaznoj jednaqini
tako da su koreni transformisanog polinoma dobijeni primenom iteracije ko-
rene funkcije na nule prvobitnog polinoma. Sliqnim postupkom izvodi odgo-
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varaju�u formulu za simetriqne funkcije celih funkcija. Jedan deo rada
odnosi se na problem razdvajaǌa nula polinoma u kompleksnoj ravni. Rad
sadr�i nekoliko detaǉnih primera koji ilustruju Petrovi�eve metode.

Preostala dva rada u ovom izboru iz teorije algebarskih jednaqina ne-
maju istu te�inu kao ostali radovi na ovu temu. Ipak i ovi qlanci ilustruju
odre�ene Petrovi�eve ideje. Tako, u radu [32] (1914) Petrovi� je uoqio da se
polinom f(x) parnog stepena 2n mo�e predstaviti u obliku f(x) = P 2+Q2−M2,
gde su P , Q i M polinomi stepena n. Koriste�i ovo svojstvo Petrovi� daje
postupak svo�eǌa algebarskih jednaqina parnog stepena na algebarske jedna-
qine dvostruko maǌeg stepena. Ovaj postupak primeǌuje i detaǉno analizira
u sluqaju algebarskih jednaqina stepena 4 i 6. U radu [34] (1933), Petrovi� se
bavi beskonaqnim sumama S niza polinoma istog stepena. Uz pretpostavku da
proizvod koeficijenata polinoma uz x2k i broja n2k zavisi jedino od k, dokazuje
da je suma S jednaka vrednosti jednog polinoma f(x) za x = π2. U osnovi dokaza
le�i poznata formula:

∞∑
n=1

1

n2k
= A2nB2nπ

2k,

gde je A2k odre�ena racionalna konstanta i B2k je Bernulijev broj.
Petrovi� je bio veoma plodan i raznovrstan matematiqar. Objavio je par

stotina radova, ve�inom u najpoznatijim stranim qasopisima. Izneo je nove i
originalne ideje i uqinio znaqajne prodore u svetskoj nauci. Ova qiǌenica
mora se naroqito ceniti imaju�i u vidu okolnosti i vreme u Srbiji kada je
Mihailo Petrovi� stvarao. ǋegovi rezultati iz algebre koji su tesno vezani
za teoriju funkcija, bili su prepoznati, citirani i daǉe razvijani od strane
vode�ih matematiqara: Ermita, Landaua, Polia, Fejera, Hardija, Montela i
drugih.

U nemaqkom referativnom �urnalu iz matematike Zentralblatt MATH, koji
se sada ure�uje od strane Evropskog matematiqkog druxtva i Hajdelberxke
akademije nauka, i qija je baza 2003. godine oboga�ena sadr�ajem sliqnog �ur-
nala Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik (JFM), koji je egzistirao u peri-
odu 1868–1942, nalazi se 228 Petrovi�evih publikacija, ukǉuquju�i 12 kǌiga
(pretra�ivati kao ,,ai:petrovitch.michel”). ǋegove teoreme i radovi iz geo-
metrije polinoma zabele�eni su u najpoznatijoj monografiji iz ove oblasti:
Morris Marden, Geometry of Polynomials, American Mathematical Society, 1949 (drugo
izdaǌe 1966. god.). Citirana su qetiri Petrovi�eva rada: [23, 25, 29] i [31].
Spomenimo da je u ovoj monografiji citirano i nekoliko drugih naxih mate-
matiqara: J. Karamata, M. Tomi�, B. Bajxanski, D. Markovi� i X. Raǉevi�.

Stoga se sa razlogom mo�e prihvatiti mixǉeǌe akademika Tomi�a, da je
geometrija polinoma, zajedno sa teorijom funkcija (oblasti koje se texko mogu
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razdvojiti), mo�da najznaqajnija Petrovi�eva oblast i da je u ǌoj postigao
najve�e dostignu�e. Tako�e vidimo da je Petrovi� doneo ovu oblast kod nas
i da je zahvaǉuju�i ǌegovom uticaju vixe znaqajnih srpskih matematiqara
radilo i tu imalo prepoznatǉive i vredne priloge.

3. Kratka istorija razvoja oblasti
Geometrija polinoma prepoznata je i pod drugim nazivima, kao xto su

geometrija nula polinoma kompleksne promenǉive, zatim analitiqka teorija
polinoma, ili analitiqka teorija jednaqina. Req ,,analitiqka” ovde se ko-
risti da bi se naglasilo da se jednaqine polinomnog tipa izuqavaju sa neal-
gebarskog stanovixta, odnosno metodama teorije funkcija. Ipak, preovladao je
jednostavan naziv geometrija polinoma s obzirom da glavno mesto u izuqavaǌu
ovih jednaqina ima geometrijska teorija funkcija kompleksne promenǉive.
Problemi ove teorije uglavnom se odnose na razmatraǌe rasporeda nula u kom-
pleksnoj ravni polinomne funkcije f(z) kao funkcije nekih, unapred izabranih
parametara. Ovi parametri najqex�e su koeficijenti polinoma f(z), ili nule,
ili koeficijenti nekog pridru�enog polinoma dobijenog algebarskom trans-
formacijom iz f(z), na primer primenom operatora diferenciraǌa. Ako se
parametri variraju u nekoj oblasti kompleksne ravni, centralni je problem
odrediti geometrijsko mesto taqaka G nula polinoma f(z). Skup G se mo�e
sastojati iz nekoliko disjunktnih regiona G1, G2, . . ., Gm, i tada se mo�e
postaviti pitaǌe odre�ivaǌe skupova Gi, kao i broja nula u svakom regionu
Gi. Drugo pitaǌe od interesa je, na primer, odre�ivaǌe regiona koji sadr�i
unapred zadat broj nula, ili nula najmaǌeg modula polinoma f(z). Mo�e se
desiti da je odre�ivaǌe regiona G isuvixe komplikovano i u tom sluqaju G
se aproksimira nekim jednostavnijim skupom, na primer krugom ili kru�nim
prstenom S koji sadr�i G. Tada taqno odre�ivaǌe polupreqnika kruga S daje
gorǌu granicu modula nula polinoma f(z), dok se u sluqaju prstena dobija
ocena gorǌih i doǌih granica modula nula.

Metode istra�ivaǌa ukǉuquju geometrijske operacije nad kompleksnim
brojevima, primenu raznih nejednakosti i ocena, zatim primenu izvesnih prin-
cipa na kojima su ove konstrukcije bazirane. Me�u ovim najpoznatiji je tako-
zvani Princip argumenta i ǌegove posledice: Rouché-ova teorema, Cauchy-eva
indeksna teorema, teorema o neprekidnosti nula i Hurwitz-ova teorema. Dakle,
ne samo po prirodi problema, ve� i po metodama ova oblast najve�im delom
pripada geometrijskoj teoriji funkcija.

Prvi problemi vezani za polinome i ǌihove nule javili su se mnogo
ranije nego sam pojam polinoma. Naime, u istoriji civilizacije vrlo rano se
javila potreba za rexavaǌem linearne i kvadratne jednaqine. Sve drevne ci-
vilizacije (Vavilon, Grqka, Kina, Indija, Egipat) su vixe ili maǌe uspexno
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rexavale problem rexavaǌa kvadratne jednaqine. Pri tome su qesto rexavani
samo neki oblici ove jednaqine, a negativna i pogotovu kompleksna rexeǌa su
po pravilu zanemarivana. Jednaqine tre�eg i qetvrtog stepena su uspexno
rexene u 16. veku naporima italijanskih matematiqara (G. Cardano, L. Ferrari,
N. Tartaglia).

Kao jasno formulisan matematiqki objekat, polinomi se u savremenom
obliku javǉaju prvi put kod Dekarta (R. Decartes). Prethodno se ve� bila
pojavila potrebna notacija u radovima Simona Stevina (S. Stevin) i Fran-
soa Vijeta (F. Viète). Dekart je u svom radu La geometrie iz 1637. godine uveo
neke elemente notacije koji se koriste do danaxǌih dana, kao na primer ko-
rix�eǌe latiniqnih slova sa kraja alfabeta za obele�avaǌe promenǉive, a
sa poqetka za obele�avaǌe konstanti. U to vreme javǉaju se i prva tvr�eǌa o
polinomima koja nisu vezana za problem odre�ivaǌa ǌegovih nula. Tako Vijet
otkriva pravila, tj. vezu izme�u nula polinoma i ǌegovih koeficijenata (koja
su po ǌemu i nazvana), dok Dekart dokazuje da je svaki polinom p(x) deǉiv
sa x − a, ako je a jedna ǌegova nula. Dekart je tako�e u svom pomenutom delu
La geometrie dokazao svoje poznato pravilo (tzv. Dekartovo pravilo) kojim se
za dati polinom sa realnim koeficijentima daje procena broja ǌegovih pozi-
tivnih, odnosno negativnih korena, i to polaze�i od broja promena znakova
susednih koeficijenata.

Slede�i va�an momenat u razvoju oblasti, ali i matematike generalno,
vezan je za tzv. Osnovnu teoremu algebra koja tvrdi da svaki nekonstantni poli-
nom sa kompleksnim koeficijentima ima bar jedan koren u skupu kompleksnih
brojeva. Na ovom problemu su radili najve�i matematiqari 18. veka ali sa
poloviqnim uspehom. Prvi (nekompletan) pokuxaj dokaza dao je Dalamber (J.
d’Alembert) 1746. a zatim su sledili novi pokuxaji da se doka�e ovo funda-
mentalno tvr�eǌe, i to praktiqno od strane svih velikih matematiqara koji
su �iveli u to vreme. Tako Ojler (L. Euler) (1749), Foncenek (F. D. Foncenex)
(1759), Lagran� (J. L. Lagrange) (1772) i Laplas (P. S. Laplace) (1795) rexa-
vaju ovaj problem uslovno. To znaqi da su oni dokazali egzistenciju komplek-
snog korena, ali pod pretpostavkom da taj koren uopxte postoji (pri qemu se
apriori nixta ne zna o tome da li je on kompleksan ili ne). Drugim reqima,
oni su pretpostavili egzistenciju onoga xto �e kasnije biti nazvano poǉe ra-
zlagaǌa polinoma ili korensko poǉe polinoma. U nekompletne dokaze ubraja se
i Gausov dokaz iz 1799. godine, koji je kompletiran tek 1920. godine. Gaus
(K. F. Gauss) je dao jox tri dokaza: dva 1816. i jox jedan 1849. godine. U
ovim radovima Gaus je dao i procene veliqine korena, a ne samo dokaz ǌihove
egzistencije. Tako je u dokazu iz 1799. pokazao da su svi koreni polinoma
p(z) = zn + A1z

n−1 + · · ·+ An−1z + An, sa realnim koeficijentima, po modulu ne
ve�i od R, gde je R = max(1,

√
2S) i S je zbir pozitivnih koeficijenata Ai. U
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dokazu iz 1849. godine pokazao je da se za R mo�e uzeti R = max
(√

2nbAkc
)1/k

,
k = 1, 2, . . . , n. Najzad, u radu iz 1849. pokazao je da se za R mo�e uzeti pozi-
tivni koren jednaqine

zn −
√

2
(
bA1czn−1 + · · ·+ bAnc

)
= 0,

pri qemu koeficijenti mogu biti i kompleksni.

4. Doprinos Petrovi�evih naslednika i daǉi trendovi
Mihailo Petrovi� se pojavio na me�unarodnoj sceni u trenutku kada

je geometrija polinoma poqela da se postepeno uobliqava kao relativno
samostalna matematiqka disciplina. ǋegovo interesovaǌe za polinome i
ǌihove nule u stvari potiqe od najranijih dana. Kao xto je opisano u uvodu,
ǌegovo interesovaǌe za ovu oblast je daǉe produbǉeno boravkom u Francuskoj,
xto je logiqno, posebno kada se uzme u obzir tradicija koja je postojala u jed-
noj tako velikoj matematiqkoj xkoli kakva je francuska. Iz istorijata ove
oblasti se vidi da se ta tradicija protezala unazad sve do Dekarta. Zbog
toga je bilo vixe nego prirodno da se zahvaǉuju�i Mihailu Petrovi�u ova
oblast razvije i u srpskoj matematiqkoj xkoli i to od samih ǌenih poqetaka,
pri qemu se istra�ivaqka nit prote�e sve do danaxǌih dana.

Jovan Karamata (1903–1967) bio je doktorand Mihaila Petrovi�a kod
koga je doktorirao 1926. godine sa tezom pod nazivom ,,O jednoj vrsti granica
sliqnih odre�enim integralima”. Bavio se uglavnom raznim aspektima analize
koji su u to vreme bili aktuelni. U svetu je poznat po svojoj teoriji sporo
promenǉivih funkcija. U svojoj quvenoj monografiji [10] Geometry of Polynomi-
als, Moris Marden u spisku referenci navodi dva ǌegova rada.

Miodrag Tomi� (1912–2001) bio je doktorand Jovana Karamate kod koga
je doktorirao 1950. godine sa tezom ,,O trigonometrijskim zbirovima” [43].
Bavio se analizom, trigonometrijskim polinomima i redovima, kao i dife-
rencijalnim jednaqinama.

Poznatu teoremu Enestrema (G. Eneström) i Kakeia (M. S. Kakeya) po kojoj
polinom p(z) =

∑n
k=0 akz

k, sa realnim koeficijentima za koje va�i an ≥ an−1 ≥
· · · ≥ a1 ≥ a0 > 0, ima sve nule u jediniqnom disku |z| ≤ 1, uopxtio je M. Tomi�
[42] geometrijskom interpretacijom sume

∑n
k=0 ake

ikθ (ak ≥ ak+1) i isti metod
primenio na odre�ivaǌe granica trigonometrijskih polinoma i redova.

Za realni polinom p(z) =
∑n

k=0 akz
k za qije koeficijente va�i

am − am+1 ≥ am−1 − am+1 ≥ · · · ≥ a1 − a2m ≥ a0 − a2m+1 ≥ 0,
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gde su m = [n/2] i a2m+1 = 0 ako je m parno, Tomi� je dokazao da se ne anulira
na jediniqnom krugu. Ako je jox ispuǌen uslov am ≥ am−1 ≥ · · · ≥ a1 ≥ a0, tada
ovaj polinom ima taqno m nula u jediniqnom disku.

Interesantno je da su 1967. godine Jojal (A. Joyal), Label (Q. Labelle)
i Rahman (Q. I. Rahman) odbacili pretpostavku o pozitivnosti niza ak i
zadr�ali samo uslov monotonosti u originalnoj teoremi Enestrema i Kakeia,
i tada dokazali da sve nule polinoma le�e u disku |z| ≤ (an − a0 + |a0|)/|an|.
Nakon toga pojavǉuje se niz radova na ovu temu i to traje sve do danaxǌih
dana. Nedavno su Gardner (R. B. Gardner) i Govil (N. K. Govil) publikovali
istorijski pregled [6] o razvoju teoreme Enestrema i Kakeia.

Koriste�i svoj geometrijski metod Tomi� [42] je dokazao pozitivnost
sinusne sume

n∑
k=0

ak sin

(
k +

1

2

)
θ, 0 < θ < 2π,

pri qemu koeficijenti ak qine nerastu�i niz a0 ≥ a1 ≥ · · · ≥ an > 0.
Kako sam konstatuje u svojoj tezi [43], kao povod za ispitivaǌe pozitivnosti
trigonometrijskih redova, pored ostalog, poslu�ila je i Fejerova hipoteza iz
2010. godine da je, za svako n ∈ N,

Sn(θ) =

n∑
k=1

1

k
sin kθ > 0, 0 < θ < π,

koju su kasnije dokazali �ekson (D. Jackson) (1911), Gronval (Th. Gronwall)
(1912), Landau (E. Landau) (1933), kao i sam Fejer (1928). Koriste�i isti geo-
metrijski metod, Karamata i Tomi� [8] su dokazali (videti tako�e Tomi�evu
doktorsku tezu [43]) da za opxtiju sinusnu sumu

S(α,β)
n (θ) =

n∑
k=0

ak sin(αk + β)θ, α, β ∈ R,

pod uslovima ak−1 ≥ ak (k = 1, . . . , n), va�e slede�e nejednakosti za 0 < θ < π

−a0 sin2
(
β − α

2

) θ
2
≤ sin

αθ

2
S(α,β)
n (θ) ≤ a0 cos2

(
β − α

2

) θ
2
.

Tomi� [43] je, tako�e, svojom geometrijskom metodom dokazao jedan Fejerov
rezultat iz 1925. godine o pozitivnosti kosinusne sume

Cn(θ) =
1

2
a0 +

n∑
k=1

ak cos kθ, 0 < θ < 2π,
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pod uslovom da je niz ak dvostruko monoton, tj. da va�e nejednakosti a0 ≥ a1 ≥
· · · ≥ an ≥ an+1 = 0 i ∆2ak = ak+1 − 2ak + ak−1 ≥ 0, k = 0, 1, . . . , n − 1. Xtavixe,
Tomi� je dobio i gorǌu granicu,

Cn(θ) ≤ a0 − a1
2

cosec2
θ

2
, 0 < θ < 2π,

kao i niz drugih nejednakosti, pretpostavǉaju�i monotonost vixeg reda.
Posebno je interesantna suma Cn(θ), u sluqaju specijalnog niza a0 = 0 i
ak = 1/k (k ≥ 1), za koji je Jung (W. H. Young) 1913. godine dokazao nejednakost
Cn(θ) > −1 za 0 ≤ θ ≤ π. Tomi� [46] je poboǉxao ovaj rezultat dokazuju�i egzi-
stenciju pozitivne konstante K, nezavisne od n i θ, tako da va�i Cn(θ) > −1+K
(na primer, takva jedna konstanta je K = 1/20, tj. Cn(θ) > −19/20. Braun (G.
Brown) i Koumandos (S. Koumandos) su 1997. godine odredili najboǉu mogu�u
granicu za n ≥ 2, tj. Cn(θ) > −5/6, a nedavno su Alcer (H. Alzer) i Kvong (M.
K. Kwong) [1] proxirili ovaj rezultat dokazuju�i da svako n ≥ m − 1 (m ≥ 3)
va�i

Cn(θ) ≥ Cm(π) =

n∑
k=1

(−1)k

k
,

kao i nejednakosti Turanovog tipa

− 5

12
≤ Cn−1(θ)Cn+1(θ)− Cn(θ)2 ≤ 7

12
, n ≥ 2.

Sliqno Jungovom trigonometrijskom polinomu, Rogozinski (W. W. Ro-
gosinski) i Sege (G. Szegő) su razmatrali specijalni kosinusni polinom

C(1)
n (θ) =

1

2
+

cos θ

2
+

cos 2θ

3
+ · · ·+ cosnθ

n+ 1
,

za koji su dokazali nenegativnost za svako realno θ i svako n ∈ N. Tomi� [46]
je i za ovaj polinom naxao poboǉxaǌe za svako realno θ i svako n ≥ 2,

C(1)
n (θ) > K >

1

168
.

Na osnovu Tomi�eve ideje, konstanta K se u ovoj nejednakosti mo�e za-
meniti sa 1/73, a za svako n ≥ 4 mo�e se dokazati da je K > 1/67, kako je nave-
deno u monografiji [19] Milovanovi�a, Mitrinovi�a i Rasiasa iz 1994. go-
dine pod naslovom Topics in Polynomials: Extremal Problems, Inequalities, Zeros, u
izdaǌu World Scientific.
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Dragoslav S. Mitrinovi� (1908–1995) bio je doktorand Mihaila
Petrovi�a sa tezom ,,Istra�ivaǌa jedne va�ne diferencijalne jednaqine prvog
reda” (1933), a bavio se diferencijalnim i funkcionalnim jednaqinama, ne-
jednakostima, teorijom brojeva, specijalnim funkcijama i kompleksnom anal-
izom. ǋegov doktorand je Gradimir V. Milovanovi� sa tezom ,,O nekim
funkcionalnim nejednakostima” (1976). Bavi se numeriqkom analizom i teori-
jom aproksimacija, a posebno ortogonalnim sistemima, interpolacionim i
kvadraturnim procesima, kao i ekstremalnim problemima, nejednakostima i
nulama polinoma.

Slika 1. Monografije o polinomima [10] i [19]

Dragoǉub Markovi� (1903–1965) bio je doktorand Mihaila Petrovi�a,
sa tezom pod nazivom ,,O granicama korena algebarskih jednaqina” (1938). Kao
xto se vidi, ǌegov doktorat je bax iz oblasti geometrije polinoma, a ova
oblast je i ostala ǌegovo glavno poǉe rada. U svojoj monografiji, Marden u
spisku referenci navodi qak sedam Markovi�evih radova. U samom tekstu ek-
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splicitno su data dva Markovi�eva rezultata koja �emo ovde navesti. U prvom
radu [11] je dato doǌe ograniqeǌe za module nula polinoma p(z) =

∑n
k=0 akz

k.
Naime, neka je dato t > 0 i neka je M = max{|ak|tk, k = 1, 2, . . . , n}. Tada sve
nule polinoma p(z) le�e u oblasti |z| ≥ |a0|t/(|a0| + M). U drugom radu [12]
Markovi� je odredio disk |z| ≤Mr u kome se nalaze sve nule tzv. kompozitnog
polinoma f(z) =

∑n
k=0 akbkz

k. Ovde, r je pozitivni koren jednaqine

|an|zn =

n−1∑
k=0

|ak|zk,

a M = max |bk/bk+1|
1

n−k , 0 ≤ k ≤ n− 1.
Jovan J. Petri� (1930–1997) bio je doktorand Markovi�a, sa tezom

,,Odre�ivaǌe nula algebarskih i trigonometrijskih polinoma pomo�u repeti-
tivnog diferencijalnog analizatora i primena na ispitivaǌe dinamiqke sta-
bilnosti” (1960). Interesantno je da je tre�epotpisani autor ovog qlanka
diplomirao kod Petri�a sa temom ,,Metoda za simultano nala�eǌe nula al-
gebarskih jednaqina i ǌena primena na ispitivaǌe stabilnosti sistema auto-
matske regulacije i rexavaǌe nekih diferencijalnih, diferencijskih i trans-
cendentnih jednaqina” (1971), xto je na neki naqin opredelilo ǌegovu usme-
renost ka polinomima i numeriqkoj analizi. Inaqe, jedan iterativni metod
za numeriqku faktorizaciju polinoma i simultano nala�eǌe ǌegovih nula
objavio je Slavixa Prexi� (1933–2008) u radovima [37] i [38]. Prexi� je
bio doktorand Tadije Pejovi�a, sa tezom pod nazivom ,,Prilog teoriji alge-
barskih struktura” (1963). Pored algebre bavio se i logikom, teorijskim pro-
gramiraǌem, funkcionalnim jednaqinama, numeriqkom analizom, i geometri-
jom polinoma.

Iz posledǌe navedene oblasti Prexi� je objavio nekoliko radova od
kojih se posebno izdvaja rad [35] iz 1970. godine, u kome on na elegantan naqin
dokazuje rezultat iz teze grqkog matematiqara Zervosa (S. P. Zervos) [48], koji
navodimo u daǉem tekstu. Neka je dat polinom p(x) = xn − (a1x

n−1 + · · · + an),
pri qemu su svi ak nenegativni, a bar jedan je pozitivan. Neka su I1, I2, . . . , In
konaqni skupovi nenegativnih brojeva θi,j ∈ Ii i neka je

∑
j θi,j = i − t, gde je t

fiksni broj, 0 < t ≤ 1. Ako definixemo funkciju

F (α1, α2, . . . , αn) =

(
n∑
i=1

ai∏
j α

θi,j
i

)1/t

,

tada, za proizvoǉne pozitivne α1, α2, . . . , αn, va�i da su sve pozitivne nule ovog
polinoma po modulu ne ve�e od ξ, gde je ξ = max{α1, α2, . . . , αn, F (α1, α2, . . . , αn)}.
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Varijacijom parametara α1, α2, . . . , αn, Zervos je uspeo da kao specijalne sluqa-
jeve svoje teoreme dobije qitav niz poznatih rezultata qiji su autori Koxi
(A.-L. Cauchy), Landau, Montel, Jensen, Birhof (G. D. Birkhoff), Markovi�,
Karmixel (R. D. Carmichael), Volx (J. L. Walsh), Kojima (M. Kojiima), itd.
Prexi� je, me�utim, u radu [35] primetio da je uslov p(α) = 0 ekvivalen-
tan sa F (α, α, . . . , α) = α. Stoga, za pozitivne α1, α2, . . . , αn, i pozitivni koren
α polinoma p(x), va�i slede�e: ako je α ≤ max{α1, α2, . . . , αn}, tada teorema
Zervosa sledi neposredno. U suprotnom, iz qiǌenice da je F (α1, α2, . . . , αn)
opadaju�a funkcija po svim argumentima (ako su pozitivni), sleduje da je
F (α1, α2, . . . , αn) ≥ F (α, α, . . . , α) = α, pa prema tome teorema Zervosa opet va�i.
Mala ekstenzija ovog rezultata je data u radu [41]. U radu [36] Prexi� daje
metod za nala�eǌe minimalnog rastojaǌa izme�u nula polinoma, pod pret-
postavkom da su sve nule razliqite.

Prethodno pomenuti radovi [37] i [38] tretiraju problem numeriqke fak-
torizacije polinoma. Na�alost, prva skra�ena verzija [37] se pojavila na
samo dve stranice na francuskom jeziku u opxtem qasopisu Francuske aka-
demije nauka, dok je kompletna verzija rada [38] xtampana na srpskom jeziku
dve godine kasnije (1968), tako da je rad ostao nezapa�en. Tako�e, postojao
je jox jedan hendikep u prezentaciji rezultata, xto je prenaglaxen deo o
1−1−· · ·−1 faktorizaciji, a xto �e se kasnije pokazati da je to ve� poznat Va-
jextrasov (K. Weierstrass) rezultat iz 1903. Inaqe, Prexi�evi radovi sadr�e
dokaz opxte faktorizacije. U kǌizi [18] autor se osvrnuo na varijantu metoda,
poznatog u literaturi kao Grauov metod (objavǉen u presti�nom specijali-
zovanom qasopisu SIAM J. Numer. Anal.), uz komentar da je Prexi�ev pristup
faktorizaciji mnogo elegantniji od Grauovog (A. A. Grau), a uz to se pojavio
pet godina ranije.

Xefkija Raǉevi�, sa tezom pod nazivom ,,O jednoj klasi polinoma i ra-
sporedu ǌihovih nula” doktorirao je pod rukovodstvom Jovana Karamate 1955.
godine. Zanimǉivo je pomenuti da je u svom radu [39] pokazao da je jedna teo-
rema Mardena nekorektna u svom iskazu.

Bogdan Bajxanski (1930–2010) bio je doktorand Nikole Saltikova i
Jovana Karamate, sa tezom pod nazivom ,,Opxti postupci zbirǉivosti Euler-
Borel-ovog tipa i ǌihova primena na analitiqko produ�eǌe” (1956). U svom
radu [3] dao je jedno zanimǉivo uopxteǌe quvene Gaus-Lukaxove teoreme za
racionalne funkcije.

Radox Baki� je doktorand �arka Mijajlovi�a, sa tezom ,,Semidirektna
faktorizacija konaqnih grupa” (2002). Pored radova iz algebre, objavǉuje
radove iz kompleksnih nejednakosti i geometrije polinoma. Ako za polinom
p(z) stepena n, pretpostavimo da krug K (otvoreni ili zatvoreni) sadr�i
ǌegovih n − 1 nula (raqunaju�i i vixestrukost), pri qemu se ǌegov centar
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nalazi u ǌihovoj aritmetiqkoj sredini, Baki� [4] je dokazao da se u krugu K
mora nalaziti bar [(n− 1)/2] kritiqnih taqaka datog polinoma.

�arko Mijajlovi� je doktorand Slavixe Prexi�a, sa tezom pod
nazivom ,,Prilog teoriji modela i Bulovih algebri” (1977). Bavi se mate-
matiqkom logikom, algebrom, teorijom brojeva, kombinatorikom, teorijom re-
lativnosti i gravitacionom teorijom, raqunarskim naukama, kao i problemima
digitalizacije nauqne i kulturne baxtine.

Na kraju dajemo nekoliko detaǉa o prethodno pomenutoj monografiji [19],
koja je u svetu poznata kao Biblija o polinomima. Monografija sadr�i naj-
va�nije rezultate iz analize polinoma i ǌihovih izvoda. Pored fundamen-
talnih rezultata, kǌiga obezbe�uje pregled rezultata u oblasti ekstremalnih
problema za polinome, kao i nejednakosti za trigonometrijske sume i alge-
barske polinome. Posebna pa�ǌa je posve�ena hipotezi Sendova, kao i grani-
cama za nule polinoma i ǌihov broj u datoj oblasti (videti, tako�e, radove
[21] i [22]). S obzirom na znaqaj, nejednakosti povezane sa trigonometrijskim
sumama i ortogonalnim polinomima se tretiraju u posebnoj glavi. Napomenimo
da je jedna od takvih nejednakosti,

n∑
k=0

P
(α,0)
k (x) > 0, −1 < x < 1,

gde je P (α,β)
k (x) Jakobijev polinom, ortogonalan na intervalu (−1, 1) u odnosu na

te�insku funkciju (1− x)α(1 + x)β, bila kǉuqna u dokazu poznate Biberbahove
hipoteze (1916), koju je dokazao Luj de Bran� (L. de Branges) 1985. godine [5].
Inaqe, ova nejednakost je partikularni sluqaj jedne opxte nejednakosti koju
su dokazali Aski (R. Askey) i Gasper (G. Gasper) 1976. godine [2] (za detaǉe
videti odeǉak 4.2.7 u [19] ili [20]).

Zahvalnica. Rad G. V. Milovanovi�a je podr�an projektom SANU (Φ-96).
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Birkhäuser/Springer, New Delhi, 2014.

[7] J. Karamata. Sur la limite inférieure des modules des zéros des fonctions analytiques. Publ.
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stantin Carathéodory: an international tribute, Vol. I, II, pp. 875–941, World Sci. Publ.,
Teaneck, NJ, 1991.
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l’intérieur d’une circonféerence donnee. Comptes rendus, Paris. 1899, t. CXXIX, 16, 583–586.
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[28] M. Petrović. Jedna simetrična funkcija korena i njene osobine. Srpska kraljevska akademija,
Glas, knj. LXXV, Prvi razred, knj. 30, Beograd, 1908, str. 75–100.
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[33] M. Petrović. Théorème général sur les équations algébriques. Nouvelles annales de mathé-
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MIHAILO PETROVIĆ AND GEOMETRY OF POLYNOMIALS

S u m m a r y

Works in the field of geometry of polynomials occupy a prominent place in the scien-
tific opus of Mihailo Petrović. He demonstrated interest in this field since his earliest days.
His first scientific work, written at the age of 19, relates to one method for determination
the roots of a polynomial. Petrović appeared on the international arena at a time when
this field began to form as a relatively independent mathematical discipline. During his
stay in France, his interest in this field deepened, among other things, and because the
French mathematical school has traditionally dealt with these problems. The geometry of
polynomials is one of those areas that Petrović founded and started in Serbian mathemat-
ics. The paper presents a short history of this area as well as the contribution of Mihailo
Petrović and his students until today.
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