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The Significance of Petrovich’s Spectra for the Foundations of Mathematics . . . . . . . . . 61

Natalija Janc
Life of a Student-Corporal Mihailo Maksić – Student of Mihailo Petrović - Alas
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TEORIJA ALGEBARSKIH JEDNAQINA MIHAILA
PETROVI�A

SINIXA CRVENKOVI�*

A p s t r a k t. – Mihailo Petrovi� je predavao petnaest matematiqkih
predmeta u svojoj karijeri profesora univerziteta. U bogatoj literaturi o
�ivotu i radu ovog naxeg velikana najmaǌe je bilo reqi o algebarskim jed-
naqinama. Matematiqki fakultet u Beogradu i Departman za matematiku i in-
formatiku Prirodno-matematiqkog fakulteta u Novom Sadu baxtine dva teksta
predavaǌa Mihaila Petrovi�a o algebarskim jednaqinama. U naxem radu bi�e
reqi o ovim tekstovima koji predstavǉaju pravi biser matematiqke literature.

Kǉuqne reqi: algebarska jednaqina, korenovaǌe

Everything about him was old except his eyes and they were
the same color as the sea and were cheerful and undefeated.

Ernest Hemingway, Old man and the sea

1. Uvod
Matematiqari provode svoj �ivot okru�eni kǌigama. Matematiqke kǌige

su zbirke ideja i misli iz proxlosti i budu�nosti. Matematiqar mo�e pre-
poznati svoju kǌigu zatvorenih oqiju. Neposve�enima nije dozvoǉeno uzimati
u ruke kǌige matematiqara. Nazovimo ovo aksiomama Teorije kǌiga.

Na polici uspomena naxe mladosti krije se mala �uta kǌiga. Na kori-
cama pixe Mihailo Petrovi�,qovek, filozof, matematiqar. Izdavaq je bio Za-
vod za izdavaǌe u
benika Socijalistiqke Republike Srbije, Beograd 1968. Kǌiga
je xtampana u oviru quvene �ute serije qiji je naziv Matematiqka biblioteka.
Proqitali smo kǌigu o Mihailu Petrovi�u za jedan dan.

* Departman za matematiku i informatiku, Prirodno-matematiqki fakultet, Univerzitet
u Novom Sadu, i-mejl: sinisa.crvenkovic@dmi.uns.ac.rs
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Sa nestrpǉeǌem smo qekali izlazak iz xtampe nove kǌige �ute serije.
Istina, dobar deo nauqnih radova nismo razumeli. Glavni urednik Mate-
matiqke biblioteke bio je Dragoslav Mitrinovi�, quveni profesor Elek-
trotehniqkog fakulteta u Beogradu. Profesor Mitrinovi� je bio jedan od
uqenika Mihaila Petrovi�a zvanog Mika Alas.

U maloj �utoj kǌizi postoji fotografija Mike Alasa. Na ǌoj je brkati
qikica, �ivahnih oqiju, koji kao da nikad nije bio mlad. Bar se to nama sred-
ǌoxkolcima tako qinilo. Diploma Mihailo Petrovi� Alas dodeǉivala se na
kraju sredǌe xkole za uspehe iz matematike.

Onda je na naxim studijama Mihailo Petrovi� potonuo u zaborav.
Mo�da smo quli nekoliko reqi o ǌemu u okviru kursa Teorije diferenci-
jalnih jednaqina. Malo ǉudi je znalo da postoje tekstovi iz Teorije alge-
barskih jednaqina pisanih po predavaǌima Mihaila Petrovi�a. Kakva xteta.
Umesto da smo uqili da rexavamo algebarske jednaqine iz Petrovi�evih pre-
davaǌa, mi smo hitali u modernu algebru. U ovom tekstu pokuxavamo donekle
da ispravimo ovu nepravdu. Tekst oznaqen italikom u ovom radu preuzet je
doslovce iz kǌige Petrovi�evih predavaǌa.

Petrovi�eva predavaǌa o jednaqinama su starog kova, kao xto je, na
primer, kǌiga William-a Burnside-a i Arthur-a Panton-a, Theory of Equations, iz
1881. godine. Mo�emo re�i da je kǌiga Leonard-a Dickson-a, First Course in the
Theory of Equations, John Wiley & Sons 1922, sliqna Petrovi�evim predavaǌima,
ali daleko slabija. U ovim kǌigama se ne spomiǌe Galoa.

2. O tekstovima
Matematiqki fakultet u Beogradu baxtini dva teksta o algebarskim jed-

naqinama. Prva skripta, pod naslovom Teorija algebarskih jednaqina, pisana su
rukom. Primetno je da se u izlagaǌu gradiva koriste dva razliqita rukopisa.
Nijedan ne liqi na Petrovi�ev rukopis. Pretpostavǉam da su to belexke
studenata koji su sluxali Petrovi�eva predavaǌa iz Teorije algebarskih
jednaqina. Drugi tekst je dat u vidu kǌige i nosi naslov Teorija algebarskih
jednaqina.

To je kǌiga o kojoj �emo priqati u ovom radu. Xtampana je 1927. godine
i prava je matematiqka poslastica, koja na prirodan naqin spaja algebru i
analizu.

Dobar deo formula u drugoj kǌizi pisan je rukom. Kao izvori, u
izlagaǌu gradiva, korix�ena su dela stranih autora Abel-a, Wanstel-a, Lau-
rent-a, Comberousse-a, Camberome-a i srpskog matematiqara Dimitrija Nexi�a.
Starim jezikom teqe priqa o algebarskim jednaqinama, kao reka. Petrovi�eva
predavaǌa dopuǌuju i daleko prevazilaze kǌigu Dimitrija Nexi�a Teorija
algebarskih jednaqina, iz 1883. godine.
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Slika 1. Naslovna strana

Predavaǌe o algebarskim jednaqinama poqiǌe definicijom:
Svaka algebarska jednaqina sa jednom nepoznatom koliqinom, mo�e se uvek

pisati u obliku

A0x
m +A1x

m−1 + · · ·Am−1x+Am = 0. (1)

Izraz koliqina preuzet je od Nexi�a. Daǉe se ka�e:
Ako su koeficijenti dati u simbolima (slovima) onda se ta jednaqina

naziva opxtom jednaqinom; ako su pak ti koeficijenti brojevi, onda se takva
jednaqina naziva brojnom jednaqinom.

Texko je poverovati da je prva, rukom pisana, kǌiga o algebarskim jed-
naqinama Petrovi�eva. Za Abela se ka�e da je xvedski matematiqar.

U drugoj kǌizi, na strani 3 stoji:
Opxtu jednaqinu, qiji je stepen vixi od qetvrtog stepena je nemogu�e re-

xiti, kao xto su pokazali Abel i pre svega ali nedovoǉno taqno, Wanstel.
Petrovi� i Saltikov se pozivaju na Abelove Ouvres complete, Camber-

ousse-ov Cours de mathematique i Wanstel-ov rad u Journale de l’ecole Polytechnique.
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Gotovo je sigurno da je ime Wanstel, koje je navedeno kao referenca, u
stvari pogrexno napisano ime Wantzel. Req je o poznatom francuskom matema-
tiqaru qije ime je Pierre Wantzel (1814–1848). To je qovek koji je rexio Pro-
blem udvajaǌa kocke i Problem trisekcije ugla. Naime, kao xto znamo, Wantzel je
pokazao da nije mogu�e izvrxiti tra�ene konstrukcije xestarom i ravnalom.

Godine 1927. se dobro znalo ko je Évariste Galois. Abel je pokazao da za
jednaqine stepena n > 5 ne postoji formula koja daje sve korene, kao xto je,
na primer, formula za korene kvadratne jednaqine. Ovaj Abelov rezultat ne
znaqi da svaka posebna jednaqina nema svoju formulu za korene. Mla�ahni
Galoa je uradio mnogo vixe. Naime,

Algebarska jednaqina je rexiva korenovaǌem ako i samo ako je odgovaraju�a
grupa Galoa rexiva.

Évariste Galois stupa 1870. godine na veliku matematiqku scenu kǌigom
Camille Jordan-a, Traite des substitutions et des equations algebrique. Izdavaq je bio
Gautier-Villars. Petrovi� je ovu kǌigu morao imati u rukama. Odluqio se, s
pravom, da studentima predaje algebarske jednaqine elementarnim metodama.
U Petrovi�evim predavaǌima Galoa se ne spomiǌe.

Znameniti Florian Cajori, u svojoj kǌizi The Modern Theory of Equations,
New York, London, 1904. godine uvodi u priqu grupe permutacija korena u
rexavaǌu algebarskih jednaqina, kako je to radio Galoa odnosno �ordan.
Edgar Dehn u kǌizi Algebraic Equations an introduction to the theories of Lagrange and
Galois, Columbia University 1930, idu�i stopama Lagran�a, Galoe i �ordana,
izla�e svoje vi�eǌe teorije jednaqina. Po mnogim autorima, kǌiga B. L. van
der Waerden-a, Moderne Algebra, xtampana 1930. godine u Berlinu, predstavǉa
osnovu onoga xto danas nazivamo Klasiqna algebra. Van der Waerden je bio stu-
dent velike matematiqarke Emmy Noether. Kǌi�ica Emil-a Artin-a, Galois The-
ory, xtampana na Ameriqkom univerzitetu Notre Dame, 1942. godine, naravno
posleratnim izdaǌima, dovodi do toga da Teorija Galoa postane sastavni deo
matematiqkih studija. Burbakisti kre�u u svoj pobedonosni pohod 1935. go-
dine. Algebarske jednaqine postaju xkolski deo nove samostalne matematiqke
discipline koju zovemo Algebra.

3. Osnovna teorema algebre
Na strani 3 kǌige predavaǌa, pod naslovom Delovni princip, se ka�e
Najglavniji princip u teoriji algebarskih jednaqina je t.zv. D’Alambert-ova

teorema. Ona glasi: Svaka algebarska jednaqina ima najmaǌe jedan realan ili
imaginaran koren.

Jean le Rond d’Alambert je 1746. godine, koriste�i tehniku analize,
pokuxao da doka�e ovaj princip. To se danas naziva Osnovna teorema algebre.
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Praktiqno od 1746. godine nastaje prava lavina dokaza ove teoreme u pokuxaju
da se ona doka�e algebarski.

Veliki Gaus se dosta negativno izrazio o dokazima Osnovne teoreme al-
gebre, koje su dali d’Alambert i Euler. Sam Gaus je dao nekih pet dokaza Osnovne
teoreme algebre. Prvi dokaz dao je u svojoj quvenoj doktorskoj disertaciji koju
je, kao xto znamo, naslovio Disquisitiones Arithmeticae. U savremenim u
benicima
algebre navodi se da je Gaus prvi dokazao ovu teoremu. Me�utim, Gaus je po-
drazumevao, kao intuitivno jasno, da svaka neprekidna funkcija, koja meǌa
znak na nekom intervalu, ima bar jednu nulu na tom intervalu. Interesantno
je da je ovo prvi dokazao qexki matematiqar Bernhard Bolzano 1817. godine.

U nastavku teksta predavaǌa o jednaqinama, Petrovi�a i Saltikova, au-
tori pokazuju osnovne stavove o polinomima kako se to i danas predaje. Ko-
eficijenti polinoma su realni ili kompleksni.

Rukom pisani tekst sadr�i simpatiqan naziv za konjugovano kompleksne
korene polinoma. Oni se nazivaju uobra�eni, xto je preuzeto iz Nexi�eve
kǌige.

Da bi dokazali da svaka algebarska jednaqina sa realnim koeficijen-
tima, koja ima imaginaran koren, ima i ǌemu konjugovan imaginaran ko-
ren, autori kǌige predavaǌa razvijaju polinom u Tejlorov red. Ovo je, na-
ravno, nepotrebno jer se tvr�eǌe lako dokazuje koriste�i osobine operacije
konjugovaǌa.

Me�utim, u nastavku priqe, metodiqki sasvim opravdano, se ka�e
Treba dobro imati na umu da ova osobina imaginarnih korena va�i samo

ako su svi koeficijenti date jednaqine realni.

Primer 1. Jednaqina sa imaginarnim koeficijentima

x2 − ix− 1− i = 0.

qiji su koreni x = 1 + i i x = −i ne�e imati koren x = 1− i.
Jasno, grexka u prepisivaǌu s table. Req je o jednaqini

x2 − x+ 1− i = 0.

U nastavku predavaǌa, metodiqki postupno prezentiranim tekstom,
dokazuju se Vijetove formule koje daju vezu korena i koeficijenata jednaqina
proizvoǉnog stepena. Dobija se n jednaqina sa n nepoznatih α1, α2, ..., αn, gde
su αi koreni polazne jednaqine. Zatim se ka�e

Potrebno je naglasiti ovde da nas rexavaǌe tih jednaqina sa n nepoznatih
koliqina α1, α2, ..., αn ne dova�aju do kakvih novih rezultata, jer kad bi iz tih
jednaqina eliminisali n−1 nepoznatih α2, α3, ..., αn doxli bi do jednaqine F (α1) =
0, t.j. do prvobitne jednaqine od koje smo poxli, u kojoj je slovo x smeǌeno sa α1.

11



Autori konstatuju da se radi o simetriqnim funkcijama korena i nalaze
zbir kvadrata korena koji je izra�en koeficijentima jednaqine. Ne xire�i
daǉe priqu o simetriqnim funkcijama korena, u tekstu se ka�e

Ko �eli vixe da zna o simetriqnim funkcijama neka vidi u dole spomenu-
tim delima.

Ipak, simetriqne funkcije korena obra�ene su u tekstu kasnije. Daǉe se
zadaju specijalne jednaqine sa unapred datim vezama korena. Na primer

Kakav uslov treba da zadovoǉavaju koeficijenti date jednaqine

x3 +A1x
2 +A2x+A3 = 0

pa da ǌeni koreni budu qlanovi jedne geometrijske progresije, i u tom sluqaju
datu jednaqinu rexiti.

U delu koji nosi naslov O zajedniqkim korenima dveju algebarskih jedna-
qina tra�i se najve�i zajedniqki deliteǉ dva polinoma. Koreni ovog poli-
noma predstavǉaju rexeǌa datog sistema jednaqina. Praktiqno, daje se Eu-
klidov algoritam za nala�eǌe najve�eg zajedniqkog deliteǉa dva polinoma.
Prirodno, odmah zatim, sledi odre�ivaǌe vixestrukosti korena. Dokazuje se
da

Jedan vixestruki koren l-tog reda jednaqine F (x) = 0 je vixestruki koren
l − 1 reda izvodne jednaqine F ′(x) = 0.

Pokazuje se da va�i

Teorema 1. Ako je α jedan koren l-tog reda jednaqine F (x) = 0 tada je on u isto
vreme koren svih jednaqina

F ′(x) = 0, F ′′(x) = 0, ..., F (l−1)(x) = 0.

Prikazujemo dokaz ove teoreme zbog ǌegove elegancije. Neka je

f(x) = A0(x− α1)
l1(x− α2)

l2 · · · (x− αk)lk

Grupixemo sve korene prvog reda, drugog reda, ..., k-tog reda

X1 = (x− α11)(x− α21) · · · (x− αr11)
X2 = (x− α12)(x− α22) · · · (x− αr22)

. . .

Xk = (x− α1k)(x− α2k) · · · (x− αrkk)

Dakle,
f(x) = A0X1X

2
2X

3
3 · · ·Xk

k .
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Ako na�emo sve Xi, i = 1, 2, . . . , k, rexili smo jednaqinu. U tekstu je dat primer
za k = 4.

f(x) = X1X
2
2X

3
3X

4
4 .

NZD(f(x), f ′(x)) je
D(x) = X2X

2
3X

3
4 .

Potra�imo NZD(D(x), D′(x)) i dobijamo D1(x) = X3X
2
4 . Daǉe je

NZD(D1(x), D′1(x)) = D2(x) = X4.

Prema tome,

f(x)

D(x)
= Q(x) = X1X2X3X4

D(x)

D1(x)
= Q1(x) = X2X3X4

D1(x)

D2(x)
= Q2(x) = X3X4

D2(x) = X4.

Sledi

X1 =
Q(x)

Q1(x)
, X2 =

Q1(x)

Q2(x)
, X3 =

Q2(x)

D2(x)
, X4 = D2(x).

Jasno je kako se ovaj postupak mo�e uopxtiti. Naravno, konstatuje se da se ovo
pravilo mo�e primeniti na izraqunavaǌe vixestrukosti korena samo onda kad
nam je dotiqni koren poznat.

Na strani 40 Petrovi�evih predavaǌa, imamo primenu homogenih funkci-
ja u nala�eǌu vixestrukih korena. Naime, ako je data jednaqina

F (x) = A0x
n +A1x

n−1 + · · ·+An−1x+An = 0,

zameni se x sa x
y i sve se pomno�i sa yn. Dobija se jednaqina

ynF (
x

y
) = ϕ(x, y) = A0x

n +A1x
n−1y + · · ·+An−1xy

n−1 +Any
n = 0.

Jasno, ϕ(x, 1) = F (x). Ojlerov identitet za homogene funkcije glasi

xϕ′x(x, y) + yϕ′y(x, y) = nϕ(x, y).
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Ako je F (a) = 0 i F ′(α) = 0, imamo

ϕ(α, 1) = 0 i ϕ′x(α, 1) = 0.

Dobija se ϕ′y(α, 1) = 0, pa je svaki dvostruki koren jednaqine F (x) = 0 zajed-
niqki koren jednaqina

ϕ′x(x, y) = 0 i ϕ′y(x, y) = 0,

za y = 1. Daǉe se mo�e, na sliqan naqin, nastaviti postupak, u sluqaju da jed-
naqina ima koren ve�eg reda. Opet je i ova metoda ilustrovana mnogobrojnim
primerima.

U delu o transformacijama jednaqina daje se niz interesantnih primera.
Na strani 58, u xestom zadatku, se ka�e

Primer 2. Obrazovati jednaqinu qiji su koreni kvadrati korena date jednaqine

Smena y = x2, odnosno x =
√
y daje jednaqinu F (

√
y) = 0. Dakle,

F (
√
y) = An +An−1

√
y +An−2y +An−3y

√
y + · · · = 0.

Grupisaǌem qlanova koji sadr�e
√
y dobijamo

(An +An−2y +An−4y
2 + · · · ) +

√
y(An−1 +An−3y +An−5y

2 + · · · ) = 0

ili √
y(An−1 +An−3y +An−5y

2 + · · · ) = −(An +An−2y +An−4y
2 + · · · ).

Kvadriraǌem imamo

y(An−1 +An−3y +An−5y
2 + · · · )2 = (An +An−2y +An−4y

2 + · · · )2

i vra�aǌem y = x2 u igru, dobijamo tra�enu jednaqinu po x.
Pogledajmo zadatak 16 na strani 62.

Primer 3. Ako su αr, r = 1, 2, 3, . . . , n koreni jednaqine n-tog stepena f(x) = 0,
izraqunati izraze

n∑
r=1

1

x− αr
i

n∑
r=1

1

(x− αr)2
.

Iz tog dokazati dakle da kad su svi koreni jednaqine f(x) = 0 realni, jednaqina

F (x) = f(x)f ′′(x)− (f ′(x))2 = 0

ima sve korene imaginarne.
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Neka su svi koreni razliqiti. Izdvajamo ovaj primer zbog elegancije
rexeǌa datog u tekstu.

f(x) = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αn).

Logaritmovaǌem dobijamo

logf(x) = log(x− α1) + log(x− α2) + · · ·+ log(x− αn),

naravno, pod uslovom da je sve definisano. Diferenciraǌem po x dobijamo

1

x− α1
+

1

x− α2
+ · · ·+ 1

x− αn
=
f ′(x)

f(x)
.

Ponovnim diferenciraǌem imamo

−
n∑
r=1

1

(x− αr)2
=

(f ′(x))2 − f(x)f ′′(x)

f2(x)
.

Leva strana ovog identiteta ne mo�e biti nula ni za jedno realno x, pa jed-
naqina

f(x)f ′′(x)− (f ′(x))2 = 0

nema realne korene.
Na strani 64, druge kǌige o jednaqinama, poqiǌe priqa o simetriqnim

funkcijama. Data sa interesantnim primerima simetriqnih funkcija, ova ma-
terija mo�e i danas, devedeset godina kasnije, biti deo gradiva savremenih
u
benika algebre.

4. Rexavaǌe kubne jednaqine
Rexavaǌe opxtih algebarskih jednaqina poqiǌe na 78. strani teksta.

Odmah se konstatuje da
Rexavaǌe opxtih algebarskih jednaqina vixih od qetvrtog stepena je

nemogu�e, kao xto je dokazao Abel. Jednaqine vixih od qetvrtog stepena mogu
se samo pribli�no rexiti samo ako su ǌihovi koeficijenti dati u brojevima, a
ova rexeǌa �emo docnije videti.

Starinski jezik je deo xarma ovog teksta. Postepeno se dolazi do rexeǌa
kubne jednaqine.
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Primer 4.

Polaze�i od jednaqine
x3 −A = 0,

i stavǉaju�i da je

A = reiα = re(α+2kπ)i = r[cos(α+ 2kπ) + i sin(α+ 2kπ)]

gde je r = |A|, dobija se

x =
3
√
A = 3

√
re

α+2kπ

3
i = 3
√
r[cos(

α+ 2kπ

3
) + i sin(

α+ 2kπ

3
)].

Ako sad dajemo koliqini k vrednost 0,1,2 dobijamo tri razliqite vrednosti za
x i to

x1 = 3
√
r[cos(

α

3
) + i sin(

α

3
)]

x2 = 3
√
r[cos(

α+ 2π

3
) + i sin(

α+ 2π

3
)]

x3 = 3
√
r[cos(

α+ 4π

3
) + i sin(

α+ 4π

3
)].

Damo li mi koliqini k jox druge vrednosti, vrednosti za x �e se uvek
poklapati sa jednim od triju gore navedenih izraza.

Daǉe se dokazuje da, ako je α jedan od tri navedena korena a

ε = cos(
2π

3
) + i sin(

2π

3
),

onda su α, εα, ε2α koreni polazne jednaqine.
Prelaze�i na rexavaǌe opxte jednaqine, eliminacijom kvadratnog qlana,

dolazi se do ekvivalentne jednaqine

x3 + px+ q = 0.

Postupak nala�eǌa korena isti je kao kod Kardana, odnosno Tartaǉe, pa se
ka�e

Ova nam formula predstavǉa opxti oblik rexeǌa jednaqine tre�eg ste-
pena; ǌu je prvi naxao Tartaglia, i ako se zove Cardan-ova formula.

Dvadeset godina pre Tartaǉe, Scipione del Ferro, profesor matematike u
Boloǌi, je 1515. godine rexio jednaqinu oblika

x3 + px = q.
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Tartaǉa je isti oblik jednaqine rexio 1535. godine uoqi matematiqkog
dvoboja sa uqenikom Xipiona del Fera. Vrlo je verovatno da je Tartaǉa znao
da rexi i jednaqinu oblika

x3 + px2 = q.

Sve ostalo je rexio Girolamo Cardano u svojoj kǌizi Ars Magna iz 1545. godine.
Zato se formula za korene jednaqine tre�eg stepena zove Kardanova. Prebaci-
vaǌe q na levu stranu znaka jednakosti za sve ǌih je bila prava texko�a. Znak
= je uveo engleski matematiqar Robert Recorde 1557. godine, jer ga je podse�ao
na paralelne du�i.

Prenosimo rexeǌe kubne jednaqine iz Petrovi�evih predavaǌa. Kao xto
je poznato, jednaqina

x3 + px+ q = 0

se rexava tako xto uvedemo smenu x = u + v. Vra�aǌem x u gorǌu jednaqinu
dobijamo slede�e veze za u i v

u3v3 = −(
p

3
)

u3 + v3 = −q.

Rexavaǌem ovog sistema po u3 i v3 dobijamo da je

x =
3

√
−q

2
+

√(q
2

)2
+
(p

3

)3
+

3

√
−q

2
−
√(q

2

)2
+
(p

3

)3
,

gde je

u =
3

√
−q

2
+

√(q
2

)2
+
(p

3

)3
,

v =
3

√
−q

2
−
√(q

2

)2
+
(p

3

)3
.

Oznaqimo sa A jednu vrednost kubnog korena od u i sa B jednu vrednost kubnog
korena od v. Dobijamo po tri vrednosti za u i v

A, εA, ε2A

B, εB, ε2B.
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Lako se pokazuje da su koreni polazne jednaqine

x1 = A+B

x2 = εA+ ε2B

x3 = ε2A+ εB,

odnosno

x1 = A+B

x2 = −A+B

2
+ i

A−B
2

√
3

x3 = −A+B

2
− iA−B

2

√
3

gde je ε = −1+i
√
3

2 , kubni koren iz jedinice.
U zavisnosti od toga koju vrednost ima diskriminanta

D =
(q

2

)2
+
(p

3

)3
,

unapred znamo kakvi su koreni jednaqine. Ako je D > 0, onda je
√
D realan

broj, pa uzimaju�i za A i B realne vrednosti, dobijamo, u opxtem sluqaju,
jedan realan i dva kompleksna korena.

Zanimǉivo je da se u tekstu kǌige predavaǌa navodi Hudde kao autor ovog
metoda rexavaǌa kubne jednaqine. Verovatno se misli na holandskog mate-
matiqara Johannes van Waveren Hudde-a, gradonaqelnika Amsterdama od 1672.
do 1703. godine. Na strani 84 razmatra se sluqaj kad je D < 0, koji autori
nazivaju nesvodǉiv sluqaj (casus irreducibile). U tekstu se ka�e

No poxto su

u = 3

√
−q

2
+
√
D1 i v = 3

√
−q

2
−
√
D1,

gde je D = −D1 tako da je D1 > 0, dve, imaginarne kon jugovane veliqine, to ako
jedna od vrednosti u ima oblik A = a + ib, jedna �e vrednost od v imati oblik
B = a− ib. Tada �emo imati vrednosti za u

a+ ib, ε(a+ ib), ε2(a+ ib)

a za v
a− ib, ε(a− ib), ε2(a− ib).
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Koreni �e biti dati izrazima

x1 = (a+ ib) + (a− ib) = 2a

x2 = ε(a+ ib) + ε2(a− ib) = a(ε+ ε2) + ib(ε− ε2)
x3 = ε2(a+ ib) + ε(a− ib) = a(ε+ ε2)− ib(ε− ε2)

Kako je pak

ε+ ε2 =
−1 + i

√
3

2
+
−1− i

√
3

2
= −1

ε− ε2 =
−1 + i

√
3

2
− −1− i

√
3

2
= i
√

3

to su sva tri korena

x1 = 2a

x2 = −a− b
√

3

x3 = −a+ b
√

3.

Problem je na�i a i b. Ovo se ne mo�e uraditi korenovaǌem. Petrovi� i
Saltikov ovako obrazla�u casus irreducibilis:

x1 = 2a, x2 = −a− b
√

3, x3 = −a+ b
√

3,

znamo da postoje slede�e veze

x1 + x2 + x3 = 0, x1x2 + x1x3 + x2x3 = p, x1x2x3 = −q.

Ako u ǌima smenimo gorǌe vrednosti, prva �e veza biti indentiqno zadovoǉena,
a iz druge dve dobijamo

a2 + b2 = −p
3
, 2a3 − 6ab2 = −q.

Eliminixemo li iz ove dve jednaqine b2, dobijamo

2a3 − 6a
(
− p

3
− a2

)
= −q,

ili
a3 +

p

4
a+

q

8
= 0.
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U ovoj jednaqini je tako�e

D1 =
(p

4
· 1

3

)3
+
( q

2 · 8

)2
< 0

jer je D1 = 1
64D, a D < 0 po predpostavci.

Ova jednaqina ima prema tome tri realna i razliqita korena, i rexavaǌe
te jednaqine nam zadaje isto toliko texko�a kao i rexavaǌe prvobitne jedna-
qine.

Naravno, sve ovo samo znaqi da se tim putem ne mo�e do�i do korena.
Mo�da bismo nekim drugim algebarskim smenama doxli do izraza za korene.

U danaxǌim u
benicima algebre dokazuje se slede�e tvr�eǌe:
Casus irreducibilis. Ako je f(x) = x3 + px + q ∈ R[x] nesvodǉiv polinom koji

ima razliqite korene, onda bilo koja korenska ekstenzija K|Q(p, q) koja sadr�i
poǉe razlagaǌa polinoma f(x) nije realna; to znaqi K * R. Napomenimo da
je upravo Casus Irreducibilis bio motivacija za uvo�eǌe kompleksnih brojeva u
matematiku.

U nastavku autori daju rexeǌe kubne jednaqine x3 + px + q = 0 u
trigonometrijskom obliku. Koristi se poznati trigonometrijski identitet

cos ϕ = 4 cos3
ϕ

3
− cos

ϕ

3

cos ϕ = cos
(
ϕ+ 2kπ

)
,

pa sledi
4 cos3

(ϕ+ 2kπ

3

)
− 3 cos

(ϕ+ 2kπ

3

)
− cos ϕ = 0.

Ako uvedemo smenu

cos
ϕ+ 2kπ

3
=
x

ρ
,

dobijamo jednaqinu

4
x3

ρ3
− x

ρ
− cos ϕ = 0.

Ova jednaqina ima korene

x = ρ cos
(ϕ+ 2kπ

3

)
, k = 0, 1, 2.

Polazna jednaqina
x3 + px+ q = 0
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pretvara se u gorǌu, trigonometrijsku jednaqinu, smenom

−3ρ2

4
= p,

−ρ3 cos ϕ

4
= q,

pa je

ρ = 2

√
−p

3
, cos ϕ =

3q

2p
√
−p

3

.

Koreni su dati izrazom

x = 2

√
−p

3
cos
(ϕ

3
+

2kπ

3

)
, k = 0, 1, 2,

pod uslovom da je cos ϕ 6 1, odnosno

3q

2p
√
−p

3

6 1

ili
q

2
6

√(
− p

3

)3
.

Posledǌa nejednakost va�i ako i samo ako je(q
2

)2
+
(p

3

)3
6 0.

Kao xto znamo, ovo je uslov da koreni budu realni. Svakako mora biti p 6 0.
Na strani 90, u zadatku 2, se ka�e

Primer 5. Razdeliti polovinu kugle u dva jednaka dela jednom ravni paralelnoj
bazi.

Tra�i se visina x odseqka sfere qija je zapremina qetvrtina zapremine
sfere. Dakle,

1

3
πR3 =

1

3
πx2(3R− x)

xto je ekvivalentno jednaqini

x3 − 3Rx2 +R3 = 0.

Smena x = Ry daje
y3 − 3y2 + 1 = 0.
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Zbog kvadratnog qlana uvodimo smenu, y = z + 1 i dobijamo

z3 − 3z − 1 = 0

D =
(q

2

)2
+
(p

3

)3
=

1

4
− 1 = −3

4
< 0.

Rexavamo trigonometrijski

ρ =

√
−p

3

27
=

√
27

27
= 1, cos ϕ = − q

2ρ
=

1

2
.

Dakle,
ϕ = 60◦,

ϕ

3
= 20◦

i koreni su

z1 = 2 cos 20◦

z2 = 2 cos(20◦ + 120◦) = 2 cos 140◦

z3 = 2 cos(20◦ + 240◦) = 2 cos 260◦

odnosno
z1 = 2 cos 20◦, z2 = − cos 40◦, z3 = 2 cos 100◦.

z2 i z3 su negativni pa je x = 2R cos 20◦. Lepo i korisno.

5. Rexavaǌe jednaqine qetvrtog stepena
Na 92. strani teksta se ka�e
Naqin rexavaǌa jednaqine 4-tog stepena naxao je Euler, i on je sliqan naq-

inu po kojem smo rexavali jednaqinu tre�eg stepena.
Ipak, naqin rexavaǌa jednaqine qetvrtog stepena prvi je naxao Ludovico

Ferrari, Kardanov uqenik, a ne Ojler. Kardano je Ferarijevo rexeǌe prezenti-
rao u kǌizi Ars Magna 1545. godine. U rukom pisanom tekstu Teorija jednaqina,
kao autor rexeǌa jednaqine qetvrtog stepena navodi se Tartaǉa.

Nema dokaza da je Tartaǉa znao da rexi bilo koji netrivijalan oblik
jednaqine qetvrtog stepena. Uostalom, Tartaǉa je odbio da se jednaqine uvrste
u probleme dvoboja sa Ferarijem u Milanu 1548. godine.

Ako pogledamo kǌigu Kardanovog savremenika Rafael-a Bombelli-ja L’Algebra,
Bologna, 1572, vidimo da on nema lepo mixǉeǌe o Tartaǉi.

U novije vreme Tartaǉino mesto u istoriji matematike odredio je jedan
od vode�ih nauqnika danaxǌice Sir Roger Penrose u kǌizi Shadows of The Mind
iz 1995. godine.
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Jednaqine qetvrtog stepena obra�ene su u drugoj kǌizi na veoma elegan-
tan naqin. Vaǉa re�i da je ovaj pristup rexavaǌu jednaqina qetvrtog stepena
koristio i Dimitrije Nexi�. Nexi�, kao izvornu literaturu za svoju kǌigu,
navodi nemaqke autore i praktiqno nema preseka sa literaturom koju navode
Petrovi� i Saltikov.

Prezentirani naqin rexavaǌa jednaqine qetvrtog stepena, u Petrovi�e-
vim predavaǌima, prirodno se nadovezuje na Kardanov metod rexavaǌa jedna-
qine tre�eg stepena. Naime, uvodi se smena

x = u+ v + t

prema tome,
x2 = u2 + v2 + t2 + 2(uv + vt+ tu)

ili
x2 − (u2 + v2 + t2) = 2(uv + vt+ tu)

Kvadriraǌem dobijamo

x4 − 2x2(u2 + v2 + t2) + (u2 + v2 + t2)2 = 4(u2v2 + v2t2 + t2u2) + 8uvt(u+ v + t).

Vra�aǌem x = u+ v + t, dobijamo

x4 − 2(u2 + v2 + t2)x2 − 8uvtx+ [(u2 + v2 + t2)2 − 4(u2v2 + v2t2 + t2u2)] = 0.

Ako je polazna jednaqina, koja se dobija posle eliminacije kubnog qlana,

x4 + px2 + qx+ r = 0,

onda, izjednaqavaǌem sa koeficijentima prethodne jednaqine dobijamo

−(u2 + v2 + t2) =
p

2

u2v2 + v2t2 + t2u2 =
p2

16
− r

4

−u2v2t2 = − q
2

64
.

Rexavaǌem ovog sistema dobijamo kubne jednaqine po u2, v2, t2.
Interesantno je da Ferari nije ovako rexavao jednaqinu qetvrtog ste-

pena. On je svodio jednaqinu na jednakost dva kvadrata kvadratnih trinoma
i odatle dobijao rexeǌa korenovaǌem leve i desne strane identiteta. Re-
cimo i to da se danas u u
benicima algebre, pored Ferarijeve metode, koristi
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i Dekartova metoda rexavaǌa quartic-a. Naime, Dekart, jednostavno, polinom
qetvrtog stepena rastavǉa na proizvod dva kvadratna trinoma i, metodom jed-
nakih koeficijenata, dobija dve kvadratne jednaqine.

6. Opxta jednaqina n-tog stepena
U nastavku teksta, autori kre�u u rexavaǌe specijalnih jednaqina

proizvoǉnog stepena. Polazi se od Binomne jednaqine

xn −A = 0

i, prirodno, svode�i ovu jednaqinu na

yn − 1 = 0

i ǌene korene

ε0 = 1

ε1 = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
...

εn−1 = cos
2(n− 1)π

n
+ i sin

2(n− 1)π

n

autori teksta dobijaju korene polazne jednaqine

xr = εr
n
√
A, r = 0, 1, . . . , n− 1.

Daǉe se, analogno, daje rexeǌe sluqaja kad je A kompleksan broj.
Na strani 99 posmatra se klasa jednaqina oblika

A0x
rn +A1x

(r−1)n + · · ·+Ar−1x
n +Ar = 0,

qije rexeǌe se tra�i smenom
y = xn.

Novodobijena jednaqina

A0y
r +A1y

r−1 + · · ·+Ar−1y +Ar = 0,

razmatra se za r 6 5.
Slede primeri.
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Primer 6.

x2n − 2axn cosα+ a2 = 0,

gde je a realna koliqina. Jasno, smena y = xn daje kvadratnu jednaqinu

y2 − 2ay cosα+ a2 = 0,

qiji su koreni

y1 = a(cosα+ i sinα) i y2 = a(cosα− i sinα).

Ostalo je primena Moavrove formule.
Drugi odeǉak se zavrxava reciproqnim jednaqinama. To su jednaqine

koje imaju osobinu da, ako je α jedan koren date jednaqine, onda je 1
α tako�e

koren te jednaqine. Ne raqunaju�i sluqajeve kad su koreni 1 ili −1, dobijamo
jednaqine parnog stepena.

Primer 7.

U tekstu se reciproqna jednaqina oblika

A0x
2n +A1x

2n−1 + · · ·+Anx
n + · · ·+A2n−1x+A2n = 0,

rexava tako xto se uvodi smena

z = x+
1

x

podeli se leva i desna strana sa xn i dobija jednaqina oblika

B0

(
xn +

1

xn

)
+B1

(
xn−1 +

1

xn−1

)
+ · · ·+Bn−1

(
x+

1

x

)
+Bn = 0.

Oqigledno, treba
(
xi + 1

xi

)
izraziti pomo�u z. Koristi se identitet

(
xr +

1

xr

)(
x+

1

x

)
= xr+1 +

1

xr+1
+ xr−1 +

1

xr−1
,

odnosno
xr+1 +

1

xr+1
= z
(
xr +

1

xr

)
−
(
xr−1 +

1

xr−1

)
.
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Tako je

x2 +
1

x2
=
(
x+

1

x

)
z −

(
x0 +

1

x0

)
= z2 − 2

x3 +
1

x3
=
(
x2 +

1

x2

)
z −

(
x+

1

x

)
= z3 − 3z

x4 +
1

x4
=
(
x3 +

1

x3

)
z −

(
x2 +

1

x2

)
= z4 − 4z2 + 2.

Vidimo da je xn + 1
xn polinom po z n-tog stepena. Poglavǉe se zavrxava svo�e-

ǌem jednaqina
x2n − 1 = 0

i
x2n + x2n−1 + · · ·+ x2 + x+ 1 = 0

na jednaqine n-tog stepena.

7. Numeriqko rexavaǌe jednaqina
Tre�i odeǉak nosi naziv Rexavaǌe brojnih jednaqina. Danas ka�emo, bro-

jevnih. Imaju�i u vidu da je svaki realan polinom neprekidna funkcija, uko-
liko postoje dve vrednosti tog polinoma koje su razliqitog znaka, polinom
ima realnu nulu. Broj realnih nula, u intervalu u kome polinom meǌa znak,
je neparan. U tekstu se autori jednostavno pozivaju na sliku. Tako�e, u doka-
zima se koristi znak∞ kao beskonaqno velika vrednost i qesto se ǌime mno�i,
deli i sabira. Na primer, na strani 114 kao pravilo III navodi se slede�e,
pod uslovom da je vode�i koeficijent pozitivan.

Ako je zadǌi koeficijent jedne algebarske jednaqine negativan, ona ima naj-
maǌe jedan pozitivan koren. Jer ako uvrstimo u datu jednaqinu F (x) = 0 umesto
x− a 0 i ∞, to �e ona imati znake

F (0) F (∞)

− +

Dakle, izme�u 0 i ∞ mora se nalaziti najmaǌe jedan koren.
Jasno je da vode�i monom najbr�e raste, pa autori odmah zakǉuquju da

je F (∞) > 0.
U ovom odeǉku Petrovi� je kod ku�e i gradivo je puno lepih primera.

Prvo se odre�uju granice korena. Prva metoda odre�ivaǌa granice realnih
korena pripada MacLaurin-u. Dakle, pod uslovom da je vode�i koeficijent poli-
noma pozitivan, imamo
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Gorǌu granicu pozitivnih korena jedne algebarske jednaqine dobijamo ako je-
dinici dodamo apsolutnu vrednost najve�eg negativnog koeficijenta jednaqine,
podeǉenog sa koeficijentom najvixeg stepena od x.

Slede ǋutnova metoda i metoda grupisaǌa qlanova.
Na strani 119 se prelazi na odre�ivaǌe racionalnih korena.
Ako jednaqina sadr�i iracionalne koeficijente, mi �emo mesto ǌih osta-

viti ǌihove pribli�ne vrednosti izra�ene racionalnim brojevima i na taj
naqin iracionalne koeficijente pretvoriti u racionalne.

Odmah zatim prelazi se, prirodno, na jednaqine sa celobrojnim koefi-
cijentima. Pored poznatog kriterijuma za celobrojne nule polinoma, navodi
se i slede�e

Ako ni jedan od brojeva

(III) F (1), F (0) = An, F (−1)

nije deǉiv sa 3, jednaqina F (x) = 0 nema ni jednog celog korena.
Dokaz je lep i jednostavan. Naime, neka je a celobrojni koren. Sledi da je

F (1) = −(a− 1)F1(1)

An = F (0) = −aF1(0)

F (−1) = −(a+ 1)F1(−1).

Kako jedan od brojeva a−1, a, a+1 mora biti deǉiv sa 3, sledi tvr�eǌe. Zatim
se ka�e

Obratno pravilo ne va�i, t.j. ako je jedan od brojeva (III) deǉiv sa 3, jed-
naqina ne mora imati cele korene.

Sledi poznati algoritam nala�eǌa racionalnog korena celobrojnog
polinoma i mnoxtvo lepih primera. Kod nala�eǌa iracionalnih korena pri-
stupa se odre�ivaǌu broja realnih korena i ǌihovom razdvajaǌu. Za dva
susedna qlana nekog brojevnog niza, koji su suprotnog znaka, autori ka�u da
predstavǉa jednu menu. Ako su istog znaka, onda oni predstavǉaju jedan sled.
Posle kra�e diskusije o menama niza koeficijenata jednaqine, prelazi se na
dokaz poznatog Dekartovog pravila koje glasi

U jednoj algebarskoj jednaqini broj pozitivnih korena R ne mo�e nikad biti
ve�i od broja mena M, a ako je maǌi, tada je razlika M −R jedan paran broj.

Kao posledica prethodnog tvr�eǌa dokazuje se slede�e pravilo
Broj imaginarnih korena jednaqine ne mo�e biti maǌi od n− (M +M ′), gde je M
broj mena jednaqine F (x) = 0 a M ′ broj mena jednaqine F (−x) = 0.
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U dokazu se ka�e
Ovo pravilo je oqevidno poxto broj P ne mo�e biti ve�i od (M + M ′). Kad
oznaqimo sa J broj imaginarnih korena imamo dakle

n− J = M +M ′,

t.j.
J = n− (M +M ′).

Odmah zatim se odredi maksimalan broj korena u datom intervalu. Sledi,
ponovo, mnoxtvo lepih primera.

Strana 138 poqiǌe Fourier-ovom metodom odre�ivaǌa maksimalnog broja
korena jednaqine, koji se nalaze u datom intervalu. Danas se ovo gradivo
predaje na studijama matematike u okviru grupe predmeta koji spadaju u Nu-
meriqku matematiku.

Slede�a metoda je Rolle-ova metoda koju navodimo iz sentimentalnih
razloga.

Izme�u dva uzastopna korena jednaqine F (x) = 0 nalazi se najmaǌe jedan
koren izvodne jednaqine F ′(x) = 0 a, ako ih ima vixe, ǌihov broj je neparan.

Izme�u dva uzastopna korena izvodne jednaqine F ′(x) = 0 mo�e se nalaziti
samo jedan koren F (x) = 0 ili ni jedan.

Slede primeri koji i danas mogu imati svoje mesto u bilo kom u
beniku
numeriqke matematike.

Sturm-ova metoda je data na strani 156. Problem nastaje kad ne mo�emo
rexiti izvodnu jednaqinu. U tekstu se ka�e

Me�utim ako mi izvodnu jednaqinu ne mo�emo rexiti, Roleova se metoda
ne mo�e primeniti. Ako nam pored toga Dekartova i Fourier-ova metoda ne
daju dovoǉno taqne rezultate, to treba primeniti Xturmovu metodu, koja
nam potpuno taqno odre�uje broj realnih korena, koji se nalaze u jednom datom
intervalu.

Potom sledi dokaz vaǉanosti Xturmovog algoritma i niz zadataka, od
kojih su neki kompletno rexeni.

Na strani 165 pristupa se Pribli�nom izraqunavaǌu iracionalnih korena.
Date su poznate numeriqke metode regula falsi i ǋutnova metoda i sve to sa
primerima.

Zatim sledi kratko poglavǉe o Odre�ivaǌu imaginarnih korena jedne brojne
jednaqine.

Polazi se od jednaqine
F (x) = 0,
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qiji imaginarni koreni imaju oblik

z = x+ iy.

Problem se svodi na izraqunavaǌe realnih brojeva x i y. Zamenom dobijamo

F (x+ iy) = 0,

ili
F (x+ iy) = P (x, y) + iQ(x, y),

xto je ekvivalentno
P (x, y) = 0 i Q(x, y) = 0.

Razdvajaǌe jednaqine F (x+iy) = 0 dobijamo tako xto polinom F (x+h) razvijamo
u Tejlorov red i u ǌemu stavǉamo h = iy. Dakle,

F (x+ iy) = F (x) + i
y

1!
F ′(x)− y2

2!
F ′′(x)− iy

3

3!
F ′′′(x) + · · · =

=
(
F (x)− y2

2!
F ′′(x) +

y4

4!
F (iv)(x)− · · ·

)
+ iy

(
F ′(x)− y2

3!
F ′′′(x) + · · ·

)
.

Prema tome

P (x, y) =
(
F (x)− y2

2!
F ′′(x) +

y4

4!
F (iv)(x)− · · ·

)
Q(x, y) = y

(
F ′(x)− y2

3!
F ′′′(x) +

y4

5!
F (v)(x)− · · ·

)
,

i rexavaǌe polazne jednaqine svodimo na rexavaǌe dve jednaqine sa dve
nepoznate

P (x, y) = 0

Q(x, y) = 0.

Naravno, P (x, y) i Q(x, y) su konaqne sume, jer se posle odre�enog broja koraka
izvodi anuliraju. U primeru koji je dat, lako se eliminixe y, pa se priqa
svodi na jednaqinu sa jednom nepoznatom.

qetvrti odeǉak, posledǌi, pravi je izazov za rexavaǌe. Req je o trans-
cendentnim jednaqinama. Razumǉivo, radi se o jednaqinama u kojima figurixu
transcendentne funkcije.
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U uvodu poglavǉa navode se suxtinske razlike me�u realnim polinomima
i transcendentnim funkcijama. Odmah se konstatuje da se Dekartova i Furi-
jeova pravila ne mogu primeniti na transcendentne jednaqine. Me�utim,

Rolle-ova se metoda mo�e primeniti na transcendentnu jednaqinu
F (x) = 0 kad god su funkcije F (x) = 0 i ǌen izvod F ′(x) = 0 neprekidne

funkcije.
I ovde imamo dva ilustrativna primera. Autori teksta se koriste i

graficima funkcija u odre�ivaǌu korena. Najpre se jednaqini F (x) = 0 na�e
ekvivalentan izraz u obliku

ϕ(x) = ψ(x),

a zatim se tra�i presek tih krivih.

Primer 8.

F (x) = ex − ax = 0

se, jasno, prevodi u
ex = ax,

i onda se, za realne vrednosti a, tra�e preseci pravih y = ax sa y = ex.

Primer 9.

Malo slo�enija je jednaqina

F (x) = xx − 100 = 0.

Ona se transformixe na oblik

xx = 100,

pa se ka�e
i kad uzmemo Briggs-ov logaritam obeju strana jednaqine dobijamo

xlogx = 2,

t.j.
F1(x) = xlogx− 2 = 0.

No mi tu jednaqinu mo�emo pisati u obliku

logx =
2

x
.
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U preseku hiperbole i logaritamske krive dobija se rexeǌe transcendentne
jednaqine

F (x) = 0.

Precizna vrednost korena, na xest decimala, odre�uje se ǋutnovom metodom
kombinovanom sa metodom Proporcionalnih priraxtaja.

Ovaj zanimǉiv tekst zavrxava se primenom Metode uzastopnih pribli�a-
vaǌa. Naime, jednaqina F (x) = 0 se transformixe u izraz

x = ϕ(x),

pa �e koren od F (x) = 0 biti fiksna taqka ϕ(x). Priqa ide ovako
Predpostavimo da znamo jednu pribli�nu vrednost korena date jednaqine.

Neka je ta vrednost x = x0 a neka je x = a taqna vrednost korena t.j.

α = ϕ(α).

Dobija se niz
x0, x1, x2, ..., xr, xr+1, ...

gde je
xi = ϕ(xi−1), i = 1, 2, ...

Ako se qlanovi niza pribli�avaju korenu, mora biti

|xr+1 − a| < |xr − a|

za sve vrednosti r. Znamo da je x = ϕ(x) i α = ϕ(α), xto nam daje nejednakost

|ϕ(xr)− ϕ(α)| < |xr − a|

ili ∣∣∣ϕ(xr)− ϕ(α)

xr − α

∣∣∣ < 1.

Teorema o sredǌoj vrednosti daje

ϕ(xr)− ϕ(α)

xr − α
= ϕ′(βr),

gde je βr ∈ [α, xr]. Ovo znaqi da je

|ϕ′(x)| < 1,
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kad x varira u intervalu [x0, x
′
0] u kome se nalazi α. Zakǉuqak u tekstu je tada

niz
x0, x1, x2, ..., xr, xr+1, ...

ima za granicu dotiqni koren.
Slede konkretni zadaci u kojima se vrednost korena izraqunava na xest

decimala.

8. Zakǉuqak
Malo je verovatno da su autori pa�ǉivije gledali ovaj tekst. Si-

gurno ne bi bilo toliko xtamparskih nedostataka. Me�utim, sigurno je da
su to belexke sa Petrovi�evih predavaǌa. ǋegov duh prisutan je na svakoj
stranici teksta.

Neosporno je i to da Petrovi� nije u ova predavaǌa ukǉuqio svoje ori-
ginalne rezultate iz geometrije polinoma, ǌegove omiǉene matematiqke teme.

O Petrovi�evim originalnim doprinosima algebri videti u kǌizi
Algebra, kǌiga 4, edicije Sabranih dela Mihaila Petrovi�a. Kǌigu je
znalaqki priredio profesor �arko Mijajlovi�. Ediciju Sabrana dela Mi-
haila Petrovi�a xtampao je Zavod za u
benike i nastavna sredstva, Beograd
1988. godine.

Doprinose Teoriji polinoma Mihaila Petrovi�a citirao je matemati-
qar Morris Marden u kǌizi Geometry of polynomials, u izdaǌu Ameriqkog mate-
matiqkog druxtva, iz 1949. godine.

Mo�e se re�i da radovi Mihaila Petrovi�a, o lokaciji korena alge-
barskih jednaqina, danas spadaju u oblast Numeriqke linearne algebre, koju
popularno nazivamo Gerxgorinovi krugovi.

Teorija algebarskih jednaqina se danas predaje na svim matematiqkim
fakultetima sveta. Kruna priqe o algebarskim jednaqinama je Teorija Galoa.
Putevi algebre su nedokuqivi. Istorijski gledano, rexavaǌe algebarskih jed-
naqina dovelo je, pre svega, do razvoja Teorije grupa. Me�utim, dokazivaǌe Ve-
like Fermaove teoreme prirodno je vodilo do pojmova prstena i poǉa. Razvoj
raqunarstva podstiqe razvoj mnogih algebarskih uopxteǌa grupa, prstena i
poǉa. U Srbiji, ovim se bave Petrovi�evi nauqni potomci.

Matematiqko potomstvo Mihaila Petrovi�a dalo je i daje interesantne
doprinose Teoriji polinoma. Ova tema zavre�uje poseban zbornik preglednih
radova doma�ih autora.

Sitne grexke u tekstu predavaǌa Mihaila Petrovi�a i Saltikova
potiqu, pre svega, od brzopletog prepisivaǌa tadaxǌih studenata.

Xestog maja, ove godine, navrxilo se 150 godina od ro�eǌa Mihaila
Petrovi�a, uqiteǉa mnogih generacija. Preselimo se u mislima, za trenu-
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tak, u Petrovi�eva vremena. Tadaxǌi mladi profesor matematike, koji je
odsluxao predavaǌa o algebarskim jednaqinama, je vrlo dobro znao da re-
xava jednaqine. Skupǉaqi bodova danaxǌih studija matematike jednostavno ne
sti�u da svoje apstraktno znaǌe oprobaju na konkretnim primerima.

Veliqina jednog matematiqara ne meri se odsustvom grexaka, zabluda i
promaxaja, ve� metodama i konceptima koji vode budu�e generacije. Svi na-
rodi imaju svoje velikane. Mi poxtujemo i volimo naxeg Mihaila Petrovi�a.
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Sinǐsa Crvenković

THEORY OF ALGEBRAIC EQUATIONS OF MIHAILO PETROVIĆ

S u m m a r y

We can say that the lectures about algebraic equations, held by Mihailo Petrović, are
mathematical cookies which in a natural way show the unity of algebra and analysis. Lost
in space and time, the lectures were waiting for decades to be presented for students of
mathematics. Our text recommends Theory of Algebraic Equations by Mihailo Petrović,
as a required lecture in mathematical education of young generations.
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