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SAVREMENI POGLED NA DISERTACIJU
MIHAILA PETROVI�A

ALEKSANDAR T. LIPKOVSKI*

A p s t r a k t. – Mihailo Petrovi� je svoju doktorsku disertaciju
odbranio u Parizu 1894. godine pred komisijom koju su qinili Ermit, Pikar
i Penleve. Od tada do danas mnogo je pisano o Mihailu Petrovi�u, o ovim i
drugim ǌegovim rezultatima, kao i o ǌegovom uticaju na srpsku matematiku
i matematiqare. Pa ipak, do danas nema nijedne suxtinske analize kombina-
torno-geometrijskih metoda koje je Petrovi� koristio u svojoj disertaciji.
Ciǉ predavaǌa je da ovu qiǌenicu promeni i sa savremenog stanovixta objasni
poreklo i znaqaj Petrovi�eve metode, kao i da pokuxa da dâ neke smernice za
nastavak ǌegovog rada.

1. Tema i metod Petrovi�eve disertacije
Mihailo Petrovi� Alas zavrxio je Veliku xkolu u Beogradu 1889. go-

dine i otixao u Pariz da nastavi studije, upisavxi se posle polo�enog pri-
jemnog ispita 1890. na École normale supérieure (Section des Sciences). Tamo je za-
vrxio studije (licence) iz matematike 1892. i fizike 1893, i 29. juna 1894. dok-
torirao sa temom ,,Sur les zéros et les infinis des intégrales des équations différentielles
algebriques” pred komisijom koju su qinili najve�i francuski matematiqari
toga vremena razliqitih generacija: Xarl Ermit2 kao predsednik i Emil
Pikar3 i Pol Penleve4 kao ispitivaqi. Petrovi� je svoj rad posvetio mate-
matiqarima �ilu Taneriju5 i Polu Penleveu, odakle se mo�e zakǉuqiti da su

* Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu, i-mejl: acal@matf.bg.ac.rs
2 Charles Hermite, 1822–1901.
3 Charles Emile Picard, 1856–1941.
4 Paul Painlevé, 1863–1933.
5 Jules Tannery, 1848–1910.
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oni bili glavni mentori i inspiratori Petrovi�evog rada. Iste te 1894. go-
dine Petrovi� postaje profesor na Velikoj xkoli u Beogradu, nasledivxi na
tom mestu matematiqkog doajena u Srbiji Dimitrija Nexi�a [1]. Petrovi�eva
disertacija je prevedena na srpski jezik i objavǉena [2].

Kao pravi uqenik francuske matematiqke xkole toga vremena, Mihailo
Petrovi� je prouqavao kvalitativne osobine diferencijalnih jednaqina. Kraj
19. veka obele�en je naporima na prouqavaǌu kvalitativnog ponaxaǌa rexeǌa
odre�enih klasa diferencijalnih jednaqina, xto je kulminiralo Poenkare-
ovim vi�eǌem Analysis Situs – analize polo�aja. Petrovi�evi matematiqki
uzori imali su sliqan put. Taneri je doktorirao kod Ermita dvadeset go-
dina pre Petrovi�a, 1874. godine sa temom ,,Propriétés des intégrales des équations
différentielles linéaires à coefficients variables”. Penleve je bio Pikarov uqenik i dok-
torirao je kod ǌega 1887. godine sa temom ,,Sur les lignes singulières des fonctions
analytiques”, mada je smernice za nauqni rad dobijao i iz Getingena, od Feliksa
Klajna6 i Hermana Xvarca7. Petrovi�ev doktorat bio je posve�en specijal-
nim uslovima pod kojima opxte rexeǌe date diferencijalne jednaqine ima
nepokretne nule i polove (tj. nule i polove koji ne zavise od izbora konstanti
u opxtem rexeǌu).

Znaqajno je pitaǌe istorije srpske matematike zaxto Petrovi�evi rezul-
tati iz disertacije nisu privukli druge matematiqare da ih nastave i
poboǉxaju. Odgovor se obiqno tra�i na dve strane. Prvo, Petrovi� je doxao
iz ,,matematiqki slabe” Srbije i vratio se u ǌu, pa drugi krupni matema-
tiqari nisu ozbiǉno analizirali ǌegove rezultate. Drugo, u matematiqkoj
sredini u Srbiji niko nije bio u staǌu da ozbiǉno shvati i unapre�uje ǌe-
gove rezultate, promovixu�i ǌegove revolucionarne ideje, a i sam Petrovi�
bexe zahva�en vrtlogom burnih istorijskih doga�aja po svom povratku. Na
�alost, ovakva se situacija odr�ava do danaxǌeg dana. Postoje mnogi prikazi
Petrovi�eve disertacije u srpskoj literaturi (M. Tomi� [3], B. Stankovi� [4]
i dr.), ali niko, barem koliko je poznato autoru ovih redova, nije prouqavao
Petrovi�ev rad sa stanovixta ǌegovih metoda, i nije pokuxao da ga nastavi.
Ali, po mixǉeǌu autora, to nisu jedini razlozi ovakvog istorijskog razvoja
doga�aja. Kao xto je reqeno, Petrovi�ev doktorat bio je posve�en istra�iva-
ǌu kritiqnih taqaka opxtih rexeǌa date diferencijalne jednaqine. On je po-
kuxao da dâ analizu nepokretnih (tj. nezavisnih od integracionih konstanti)
nula i polova rexeǌa obiqne diferencijalne jednaqine koriste�i svoju
kombinatorno-geometrijsku metodu u kojoj centralno mesto ima jedan konveksni
ravanski poligon povezan sa tom jednaqinom. U drugom delu svoje disertacije,
Petrovi� pokuxava da prenese svoje rezultate na vixedimenzioni sluqaj.

6 Christian Felix Klein, 1849–1925.
7 Karl Hermann Amandus Schwarz, 1843–1921.
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2. Pregled istorije, razvoja i primena ǋutnovog poligona
pre Petrovi�a
Metode Petrovi�evog tipa imaju dugu i veoma sliqnu istoriju. One se

pojave u inspiraciji genija, a onda padaju u zaborav, jer od matematiqara koji
bi se ǌima bavio iziskuju duboko poznavaǌe vixe matematiqkih oblasti. U
vremenu uske specijalizacije i ome�ivaǌa oblasti matematike to je bivalo
sve te�e i te�e. I tako to traje, sve dok ne do�e nova inspiracija genija, koja
metodu o�ivi i doprinese daǉem razvoju da bi, kao po nepisanom pravilu,
u narednoj generaciji matematiqara sve opet palo u zaborav, sre�om (ili
Bo�jim provi�eǌem) privremeni.

Nije jasno kada se prvi put pojavila reprezentacija monoma xmyn taqkama
ravni (m,n) i odgovaraju�eg konveksnog omotaqa. Prvo zapisano pomiǌaǌe
takve metode u istoriji matematike zabele�eno je u privatnoj prepisci ne-
sumǌivog matematiqkog genija, Isaka ǋutna. U svom pismu Oldenburgu8 [5]
datovanom 26. oktobra 1676. godine ǋutn je opisao geometrijsko-kombinatornu
metodu za nala�eǌe rexeǌa algebarskih jednaqina f (x, y) = 0 u obliku (for-
malnih) stepenih redova y = y (x). Metoda je mnogo kasnije nazvana po svom
pronalazaqu metodom ǋutnovog poligona. Pismo je deo prepiske koju je ǋutn
preko Oldenburga vodio sa Lajbnicom i Qirnhauzom9. ǋutn razmatra kombi-
natorne veze me�u monomima xmyn u f odnosno, sa danaxǌeg gledixta, odnose
odgovaraju�ih taqaka celobrojne mre�e (m,n) ∈ N2

0. U prethodnom pismu, da-
tovanom 13. juna, ǋutn pokazuje kako rexiti jednaqinu

y3 + axy + a2y − x3 − 2a3 = 0

nizom aproksimacija

y = a+ p

p = q − x/4
q = r + x2/64a

r = ...

s = ...

Oldenburg tra�i detaǉnija objaxǌeǌa, i u narednom pismu ǋutn objaxǌava
da ako konstruixemo poligonalnu liniju koja je konveksni omotaq odre�enih

8 Henry Oldenburg, 1615–1677, nauqni sekretar Londonskog kraǉevskog druxtva.
9 Gottfried Wilhelm Freiherr von Leibniz, 1646–1716; Ehrenfried Walther von Tschirnhaus, 1651–

1708. Za nas je mo�da zanimǉivo da su obojica bili Lu�iqki Srbi.
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taqaka u ravni koje odgovaraju datoj jednaqini, mo�emo da reximo ,,slovnu”
jednaqinu

y6 − 5xy5 +
1

a
x3y4 − 7a2x2y2 + 6a3x3 + b2x4 = 0

U ǋutnovom opisu kǉuqni su qlanovi y6, x2y2, x3 koji se mogu videti na nared-
nom dijagramu. Primetimo da su x i y zamenili mesta u odnosu na danas uo-
biqajene konvencije: x je vertikalno a y horizontalno, kao i da je ǋutn taqke
stavǉao u kvadrati�e, a ne na preseqne taqke mre�e, kako to radimo danas.

ǋutn u stvari sugerixe da prva aproksimacija rexeǌa odnosno poqetni
qlan razvoja rexeǌa y = y (x) u (formalni, jer se u ǌegovo vreme matemati-
qari nisu brinuli o konvergenciji redova: svi znaqajni redovi ionako konver-
giraju) stepeni red treba da sadr�i one qlanove qije se odgovaraju�e mre�ne
taqke nalaze na rubu ǋutnovog poligona, kako bismo to danas rekli. Odliqan
prikaz sadr�aja i komentar ovih pisama dat je u [6].

ǋutnova metoda je na�alost pala u zaborav, sve dok je dva veka kasnije
u svom radu [7] nije ponovo otkrio francuski matematiqar Viktor Pizo10.
Razvijaju�i teoriju algebarskih funkcija i prouqavaju�i singularitete al-
gebarskih krivih, Pizo je uveo stepene redove sa razlomǉenim, racionalnim
eksponentima i u teoremi koja se danas naziva ǋutn-Pizoovom teoremom za-
kǉuqio da se svaka grana algebarske krive u okolini singularne taqke mo�e
izraziti takvim jednim redom. Algebarski gledano, poǉe Pizoovih redova je
direktan limes induktivne familije pôǉa Loranovih redova Kn

∼= k((x)) u ko-
joj je vezuju�i homomorfizam Km −→ Kn dat sa x 7→ xn/m kada m deli n. U kon-
strukciji tog rexeǌa odnosno grane odluquju�u ulogu ima ǋutnov poligon.

10 Victor Alexandre Puiseux, 1820–1883.
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3. Epistemoloxki koreni Petrovi�eve metode
Veoma je zanimǉivo pitaǌe kako je Mihailo Petrovi� kao mlad student

koji je, kad se obreo u Parizu, imao 22 godine a doktorirao sa 26 godina,
doxao na jednu takvu neobiqnu i znaqajnu ideju. Bio je to svakako trenutak
inspiracije pripremǉen ǌegovim radom u toku qetiri godine. Da li je mo�da
mladi Petrovi� bio upoznat sa metodom ǋutnovog poligona? Odgovor na ovo
pitaǌe se mo�e na�i pa�ǉivim qitaǌem ǌegove disertacije. Ona se naravno
bazira na radovima ǌegovih matematiqkih uzora Poenkarea, Pikara i Pen-
levea, ali se na vixe mesta u ǌegovoj disertaciji pomiǌu i Brio i Buke.
Dragan Trifunovi� je u [8] na jednom mestu sabrao sve reference na litera-
turu koju Mihailo Petrovi� u svom doktorskom radu citira. Ima ih samo
osam. Me�u ǌima je samo jedna kǌiga: u
benik Brio i Bukea ,,Teorija elip-
tiqkih funkcija” [9]. O kakvoj kǌizi je req? Dva autora Xarl Brio i �an
Klod Buke su svoje poznanstvo zapoqeli jox u xkoli, da bi kasnije studi-
rali u École normale supérieure i doktorirali na Faculté des sciences. Objavili
su zajedno veliki broj radova i kǌiga, predstavǉaju�i tako redak primer
zajedniqkog rada u XIX veku. U matematici su ostali zapam�eni po klasi-
fikaciji obiqnih diferencijalnih jednaqina jednog odre�enog tipa, koji se
danas zove jednaqina Brio–Buke. Kǌiga o kojoj je req predstavǉa u
benik iz
u to doba veoma znaqajne matematiqke teorije – teorije eliptiqkih funkcija.
Mihailo Petrovi� je svakako kǌigu veoma ozbiǉno izuqavao. Prelistavaǌem
ove kǌige, xto je u veku interneta uz Projekat Gutenberg danas postalo do-
stupno, u taqki 34 drugog poglavǉa prve kǌige (str. 37–39) nailazimo upravo
na ǋutnove poligone. Istina, Brio i Buke ne pomiǌu ǋutna, pripisuju�i
otkri�e ove metode Pizou. Da li je u pitaǌu francuski nacionalizam, ili
je Viktor Pizo zaista uqinio nezavisno ponovno otkri�e metode, texko je
re�i. Svakako je mladi Petrovi� u ovoj kǌizi naxao jednu neobiqnu kombina-
torno-geometrijsku metodu za nala�eǌe razvoja rexeǌa algebarskih jednaqina
u stepene redove. Odatle do razvoja analogne metode za algebarske diferen-
cijalne jednaqine je samo jedan korak. Za taj korak je svakako bilo potrebno
Petrovi�evo nadahnu�e, jer je od izlaska kǌige 1875. do Petrovi�eve diserta-
cije 1894. proteklo skoro dvadeset godina a da niko pre ǌega u toj izuzetno
aktivnoj matematiqkoj sredini nije doxao na takvu ideju.
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4. O razvoju ǋutnovih poliedara u XX veku i predlogu
nastavka Petrovi�evog rada

Petrovi�ev doktorat se sastoji iz dva dela. U prvom delu uvodi svoj
poligon i primeǌuje ga na algebarske (polinomijalne) obiqne diferencijalne
jednaqine oblika ∑

fi,j (x) yiy′j = 0.

Petrovi� analizuje ponaxaǌe nula i polova rexeǌa ove jednaqine pomo�u geo-
metrijskih osobina poligona koji predstavǉa konveksni omotaq skupa taqaka
(i, j) koje odgovaraju svim qlanovima gorǌe jednaqine, daju�i zaokru�enu
celinu u nekoliko teorema.

U drugom delu svoje teze Petrovi� pokuxava da metodu uopxti na alge-
barske ODJ vixeg reda, oblika∑

fi1,i2,...,ik (x) y
i1
y′
i2
...y(k)

ik
= 0.

Konstrukcija koju nudi je analogna: on uvodi ravni poligon odre�en taqkama
koje uzimaju u obzir sve eksponente (i1, . . . , ik). Me�utim, ovaj poligon u stvari
ne mo�e da predstavi sve mogu�nosti kombinatornog rasporeda u ovom vixe-
dimenzionalnom sluqaju. Petrovi� dobija delimiqne rezultate, formulisane
u nekoliko teorema, ali ni sam nije do kraja zadovoǉan ura�enim. U vezi sa
tim, postavǉaju se dva va�na pitaǌa. Prvo, zaxto ni Petrovi�, ni niko od
ǌegovih uqenika u Srbiji nikad nisu pokuxali da nastave ovaj rad na zado-
voǉavaju�i naqin. Delimiqan odgovor dat je na poqetku ovog priloga. Drugo
pitaǌe je nexto konkretnije: da li je Petrovi�ev poligon u obliku u kom
ga on primeǌuje, uopxte odgovaraju�i za opis mnogo slo�enijeg ponaxaǌa u
vixedimenzionalnom sluqaju. Razvoj tehnike ǋutnovog poligona u dvadese-
tom veku mo�da mo�e da dâ odgovor na ovo pitaǌe. Kao xto je ve� pomenuto,
kombinatorno-geometrijska tehnika ǋutnovih poligona je vixe puta otkri-
vana i zaboravǉana. U jeku Drugog svetskog rata, quveni ruski matematiqar
Qebotarjov11 napisao je povodom tristote godixǌice ǋutnovog ro�eǌa pre-
gledni qlanak posve�en metodi ǋutnovog poligona [10], u kome pored ǋut-
novog pomiǌe i Pizoov rad. Qudno je, ipak, da ni reqju ne pomiǌe poligon
Mihaila Petrovi�a. Oqigledno, ni Qebotarjov nije bio svestan principi-
jelne veze izme�u ove dve kombinatorne metode. Daǉi razvoj ǋutnovog po-
ligona teqe prenosom ,,sa dede na unuka”. Jedan od najznaqajnijih uqenika
Qebotarjova bio je veliki ruski matematiqar Igor Xafareviq, koji je imao

11 Qebotar�v Nikoláǐ Grigór~eviq, 1894–1947.
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izuzetan uticaj na plejadu svojih uqenika iz moskovske matematiqke xkole
xezdesetih i sedamdesetih godina dvadesetog veka. Pomenu�u samo dvojicu:
Jurija Maǌina i Vladimira Arnoǉda. Potoǌi je u svom seminaru 1970-tih
sa svojim uqenicima o�iveo metodu ǋutnovih poligona i u seriji radova
doveo ǌenu primenu do neslu�enih razmera. Metoda je preneta u vixe di-
menzije kao metoda ǋutnovih poliedara i primeǌivana na xiroki spektar
matematiqkih problema, od prebrojavaǌa rexeǌa algebarskih sistema jedna-
qina (Kuxnirenko [11], Bernxtajn, Hovanski [12]), do klasifikacije singula-
riteta i analize brzo osciluju�ih integrala (Varqenko, Gusein-Zade, Arnoǉd
[13]). Prouqavaju�i klasifikaciju singulariteta ravnih krivih, a budu�i
upoznat sa radovima xkole Arnoǉda, i autor je svojevremeno u svom doktoratu
,,Jednograni singulariteti algebarskih mnogostrukosti i nerastavǉivost u
prstenima formalnih stepenih redova” iz 1985. koristio metodu ǋutnovog
poligona za prouqavaǌe faktorizacije u prstenu formalnih stepenih redova
i delimiqno je uopxtio na vixedimenzioni sluqaj [14]. Podsticaj za to je bila
jedna neoprezna konstatacija Bernara Tesijea u [15].

Koriste�i pomenutu tehniku, bilo bi veoma zanimǉivo da se pokuxa do-
puna Petrovi�evih rezultata o algebarskim ODJ baziraju�i se na vixedimen-
zionalnom analogonu ǌegovog poligona, koji se dobija potpuno analogno dvo-
dimenzionalnom sluqaju. Mo�da bi to dalo boǉu sliku povezanosti ponaxaǌa
nula i polova rexeǌa date diferencijalne jednaqine sa vixedimenzionalnim
osobinama odgovaraju�eg ǋutnovog ili Petrovi�evog poliedra, asociranog
sa ovom jednaqinom. Nadajmo se da �e do realizacije ovog plana ubrzo do�i.
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[7] V. Puiseux, Recherches sur les fonctions algébriques, Journal de Mathématiques pures et
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Aleksandar T. Lipkovski

A CONTEMPORARY VIEW OF MIHAILO PETROVIĆ’S DOCTORAL THESIS

S u m m a r y

Mihailo Petrović (1868–1943), the most prominent and influential Serbian mathe-
matician, defended his doctoral thesis entitled “Sur les zéros et les infinis des intégrales des
équations differentielles algébriques” in Paris 1894, in front of the highly prominent defence
committee: Hermite, Picard and Painlevé. Since then, much has been written about Petro-
vic himself, his thesis and other scientific achievements, and about the influence he had
on Serbian mathematics, mathematicians and society in general. However, until this very
day, there has been no proper analysis of the original combinatory geometrical method
he used in the thesis. The purpose of this paper is to change this fact and to clarify the
origins and the importance of Petrović’s method, as well as to give some directions for
continuation of his work, which has not been satisfactory even today.
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