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Muoapar MarespeBuh

Heku acuexwuiu weopuje uomienyujana,
su3yaiuzayuja, 6apujayuoru padyn
u upumene






I'maBHa Tema paja je BapHjallMOHU PAadyH U Be3a ca CTAIlH-
OHApHUM TaukaMa (pyHKIIMOHATA W TapIHjaTHUM jeIHAaYMHAMA
Kao W NMpHUMEHa y JApyruM Haykama. [lapuujanHe jemHadnHe u
moceOHO jeIHaYnHe MaTeMaTHIKe (PU3UKe ONHCYjy MHOTE IT0jaBe
U3 peanHor ceera. KopucHo je mpuMeTnTH 1a ce Behu 1eo Tekcta
MOKE CMECTUTH Y 3aj€AHUYKU OKBUP: pelIeha eITUITHIKHX je/I-
Ha4ynHa JPYToT pefa y 3aBUCHOCTHU OJf TPAHUYHHX YCJIOBa, a Kao
pUMep HaBEACHO je pememne CrHanjeBor npoodiema.

Pan je monesbeH Ha HEKOJIMKO LIEIHMHA!

1. ITpBo je gat kpaTak UCTOPHUjCKHU TPeETies uaeja 1 MojMoBa
ca MOTHBaIlMjaMa U3 peajHor cBeTa. HaBeneHe cy u3jaBe mo3Ha-
TUX JIMYHOCTU O MaTeMaTuliid U pasMarpaHu HOjMOBI/I: T'paHn4Ha
BPEIHOCT, U3BOJ, EKCTPEMHE BPEIHOCTH, CTAllMOHAPHE TauKe,
utH. MonudukoBaH je ApXUMEIOB MPHCTYI 32 M3padyHaBambe
MOBPIIUHE KOjy OrpaHuyaBa rnapadoa.

2. Y apyroM Jeny je moka3aHo Ja ce METOI BU3yaJIh3allije
MOKe KOPHUCTUTH 3a JTI0Ka3 IMO3HaTe HejeqHakocTn Muxawmna [le-
TpoBHha 0 KOHBEKCHUM (YHKITHjama.

3. Y tpehem nemy HaBefieHE Cy HEKE MOTHBAIIH]j€ 32 MaTeMa-
THYKE TEOpHUje y peaTHOM CBETY, MoceOHo y u3uim. Pasmarpa-
He cy Be3e n3Mely Maremarnyke Teopuje NOTEHIMjala | MOTEeH-
[Hjaja y eNeKTPOCTATUIIN: CTAakhe PABHOTEKE, TEXKHA CHCTEMa
Ja 3ay3Me I0JI0Ka] MUHUMAJHE EHEepruje, M30MepUMETPH]jCKe
HEjeJHAKOCTU y BE3M KalaluTeTa, TEeOMETPHUjCKE HEjeTHAKOCTU
Koje yKIbyuyjy ['epwHroB mpobieM u mHHXOBa Be3a ca JIOTOOM
WHuTepHanoHnaiHe MaTeMaTHYKe YHU]E, UT/.

4.V ueTBpTOM JIgNy je pa3marpaH JupuxiieoB NpUHIUI U
BapHjallMOHH PauyyH y BE3U ca MUHUMAJIHUM TOBPIINMA, XapMO-
HUjCKa MPECIKaBamka Koja Cy cTallHOHapHe Tauke (yHKIHOHAIIE
EHEPruje U reOMETPH]CKE HEjEHAKOCTH.

AyTop je mokymao ma oBaj pax (IpUCTymHY Oecemy) TpH-
Jaronyd M YuTaomuMa (CIIyImaonnMa) KojuMa MaTeMaTHKa HHje
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OCHOBHA JIeJIaATHOCT M Jia TIOKaxke Ja 1polieMu Kojuma ce 0aBu
UMajy MOTHBAIIMjy Y peaiHoM cBeTy. Takole, Tpeba HanoMeHyTH
Jla Cy Wjieje yrIIaBHOM CaMo CKUIpane.!

1. Kparak nperieq uCTOpMjcKor pa3Boja ujaeja,
ApXuMe0B NPUCTYI U 10jaM TPAHUYHE
BPEIHOCTH M U3BO/A

1.1. O maremarunu

Moxkemo kao l'ayc roBoputH: ,,Maremaruka je KpaJbuua
Hayka‘“, U HaJJaxXHyTO HacTaBuTH ,,Ilopen jesnka u My3uke, Ma-
TEeMaTHKa je jefHa Of TNIaBHUX oOmacTu cTBapanamTsa’. [IpaBa
MareMaThKa je Jiena W ucTuHHMTa. Haj3HayajHuju pesynraru y
MaTeMaTHIIH Cy TPHjyM} JbYACKOT yMa, caapiKe He CaMO UCTHHY
Hero u Hajeehy senoty. JlooutHuk HoGenose narpasne E. Burnep
Hanmcao je gyBeHu ecej ‘“The unreasonable effectiveness of
mathematics in the natural sciences” n3 kora HaBOIUMO:

,duHu ce ma je 3a myHO ‘o0jamrmerne’ ycrexa MaTeMaTHkKe
MOTPEOHO BUIIIE O] pa3yMeBama je3nKa, ICHX0JIOTHje, CTPYKTYpe
MO3ra U BeroBOT JIeJI0Baa, HETO IITO CE Y OBOM TPEHYTKY MOXKE
3aMHUCIIUTH. 32 pa3B0j MUCAOHOT Ipolieca pa3yMeBamba NoTpedan
j€ Aajbu mporpec, a MOX/1a 3a1cTa, 1 HOBa BPCTa M TUIl MaTeMa-
Tuke. Mnax je BayKHO Jja aHAIM3upaMo OOMM U OrpaHHYeHa Ma-
Temaruke. Takole, pa3yMHO je Ja TakBa aHanuza Tpeba aa Oyzie
HEOMXoAaH /1e0 00pa3oBama U pa3MaTpama CTyIeHTa MaTeMaTH-
ke. KakBe KOpUCTH MMa yYSHHK KOjU HE 3HA TaKBe CTBapH?

[Mocroje u Apyra MuILbEHa O MaTeMaTHIU (MOXIa pea-
HUja, aJld TaKBa pa3MaTparma u3ja3e U3 OKBUpa OBOr pana). Ha
npumep, Anoept AJHIITajH je peKao:,, YKOIUKO ce 3aKOHH Ma-
TEMaTHKE OJIHOCE Ha CTBAPHOCT, OHM HHUCY CHUTYPHH, a aKo CY
CUTYPHH, OHHU C€ HE OJJHOCE Ha PEasHOCT .

MaremaTrka Ma BUIIECTPYKHU 3HAUaj: BakKHA je y yHampehu-
Bamby HAayKe U pasyMeBamy (yHKIMOHHCAKkA YHUBEP3YyMa.

Taxohe 6u Tpebano ma OyaemMo CBECHH MIUPOKOT 3Ha4aja Ma-
TEMaTHKE U YHHCHHULIE J1a CE y MPUMEHHN MaTeMaTHuKe Halpeayje
CIEKTaKyJIapHOM Op3uHOM. Maremarika ce OIHOCH Ha oOpacue
U CTPYKType, OHa ce 0aBM JIOTMYKOM aHaJIM30M, JEIyKIIH]jOM

! 3naBad je OrpaHNYMO BEIHYHHY TEKCTA.
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(mpouiec pe3oHOBama KOjUM C€ M3 jelHE WM BHIIE OMIITHX
uzjaBa (IpemMuca) AOCTHXKE onpeheH! JIOTHUKU 3aKJbydak), pa-
YyHamheM y OKBUpPY THX oOpasala M CTpyKTypa. MareMarudku
oOpaciy ce 4ecTo KOPHCTE Y BeOMa Pa3UYUTHM OOIacTHMa
HayKe M TeXHoJorHje. MareMaTnuku o0paciy ce MOTy KOPHCTH-
TH J1a ce 00jacHe W KOHTPOJIHUIITY MIPUPOIHA JICIIaBamka U CUTYya-
nuje. Maremarnka uMa MpoJOpaH YTHIIA] HAa HAIll CBAKOJHEBHU
YKUBOT U JOTIPUHOCH OOTAaTCTBY MOjeIUHIIA.

1.2. Kparko 0 o1HOCY MaTeMaTHKE U CTBAPHOCTH
U CIeUU(PUIHOCTH MareMaTuiapa

[locroju Benmmku Opoj pacmpaBa O OAHOCY MaTeMaTHKE H
cTBapHOCTH. KpaTKo clioMEeHHMMO Heka NMpHpoAHa NuTama. Jla
JIY TIOCTOJH MPABOYIIIM TPOYTrao y peajHoM CBeTy? AKO MOCTOjU
MPaBOYIJIM TPOYTa0 Y pealHOM CBETY, J1a JIM Baku Bepauja [Tura-
TOPUHE TEOPEME 33 XUIICPOOINYKY WU CyKITHJICKY TeOMETpHUjy?
Ita je mpaBa nuHMja y peasHoM cBeTy? Hexu ¢usugapu cma-
Tpajy Ia je mpaBa JWHH]ja IMyTamkha CBETIOCTH M Ja CBETIOCHH
3pamm ckpehy kama mposase mopes 3eMibe.

OBakBa nMTamka HEe U3yvyaBa MareMaTHKa. Y MareMaTHullH ce
neduHUIy PrMaHOBe MHOTOCTPYKOCTH W TEOE3WjCKE JIMHUjE
(ay1 TakBH 00jeKTH HE MOCTOj€ y PEATTHOM CBeTy). MareMarnka
ce MpUMEHbYje Ha MOJIENe U alpOKCUMAIIHje.

CBe Hayke 3ajeIHO JOIPUHOCE HANPETKY 3Hamba O PEeaTHOM
ceety. CMaTpamo Ja JbyACKH YM HHKada Hehe pasymMeTu peanan
CBET MOTITYHO.

[Tocroje u moceOHe mpuye 0 crenupUIHOCTH MaTeMaruya-
pa. OBje he OuTH HaBeJIeHA jeIHA Y KOjOj CaM Y4€CTBOBAO.

Axkanemuk M. Mapjanouh moctaBmo je Ha cajT 4aHakK y Be3u
[T CA? tecra. Ca koerom M. CBETIIHKOM 00jaBHO CaM HEKOJIMKO
4JlaHaKa y BE3U OBE TeMe. JeTHOj eUTHOj IPYITH CTy/IeHaTa MarTe-
Mmaruke (Tpeha romuHa cTyauja) moctaBuo cam 3anarak ca [IMCA
TECTa y KOME Ce BOZA YJIMBa y MOCYNy y OONHUKY Kyme. YUYeCHULH
TeCTa 3aKJby4dyjy Zla BoJa Koja ce yiauBa y mnocyay Gopmupa 3a-
pyOspeny kymy. CeTno cam ce HEKHX CUTYyalldja U3 CONCTBEHOT
MCKYCTBA: 3aMUCIIMTE JIa CTE 3aKaYHJIN JTHO (BPX) MOCYJIE TOMOhy
KyKe 3a BPaTWIO U yIHUBare TeYHOCT. TeYHOCT He OcTaje y Mmocyau

2 Programme for International Student Assessment.
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300r rpaBuTanuje. Moxkaa MareMaTiHyapy MOTy Jia IpOMeHe cMep
nejcrea rpasutanuje? 1llta 3naumn nmocyna y o0auKy Kyre?

[IpaBa xymna HacTaje 0OpTameM MPaBoOyIJIOT TPOYIJIa OKO 0CE
KOja CaJIp>Ku je/IHy mheroBy karety. [loBpi kyrie 6e3 6a3e HacTaje
00pTameM XHIIOTEHY3€ IPaBOYIJIOT TPOYTJIa OKO OCE KOja CaapiKu
jenHy mweroBy katety. [ToBpii Kyre ca 6a3o0M HacTaje 00pTameM
XUTOTEHY3€ MPaBOyTIIOT TPOyTJa U jeHe KaTeTe OKO Oce Koja
CaZipXu IpyTy BHEroBy KareTy. Ako cy BC XHIIOTeHy3a, a AB u
AC xarete mpaBoyrior Tpoyria ABC, u ako porupamo oxo AC,
tana je C Teme, a AB nomynpeunuk 6aze. Cmarpao cam 1a je
nocyaa y oonuky kyme 0e3 0aze mocTaBjbe€Ha Tako Jia je TeMe
C Ha moay W Ja KyIacTa MoBpLI HeMa 0asy, Tj. UMa OTBOP KpO3
Koju ce ynuBa TeqyHocT. [locie oaroBopa cTyaeHara nodeo cam aa
pasmMuibaM. Moxka 1ocroje u 1pyre MoryhHocTH.

Hrmp. npoOyute Bpx (TeMe) mocyje y 00auKy Kyre ca 6a3oM,
nocraBuTe 0aszy Ha Mo U yauBajte TeyHocT. Cana Bona Koja ce
yauBa y mocyny ¢opmupa 3apyospeHy kymy (Bugetn Ciuky 1).
Uynau cy myTeBH MaTeMaTrke (MOXK/1a I0CTOje HEeKe HaTIPUPO/I-
HE CHJie, BpXOBHE aKCHOME).

Ca M. Cget/irkoM 00jaBHO caM HEKOJIMKO PajioBa y BE3H ca
[TNCA TecTtoBrMa 1 METOTMKOM HACTaBE MaTeMaTHKe.

Cruka 1. YnuBame TEYHOCTH Y IOCYIY OOJIMKa KyTie
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1.3. ApXxuMenoB IPUCTYII

VY reomerpuju ce aeuHHIIE TOBPIIMHA QUIYpa Ko LITO Cy
TPOyrao, IpaBOyraOHMK U MHOIOyrao. AKO UMaMoO HEKy Gurypy
KOja ce MO)Ke pacTaBUTH Ha KOHa4daH OpOj TPOyTiioBa (TakBe
burype Ha3mWBajy ce eJIeMEHTapHE), Taga je HheHa IMOBPIIHHA
jemHaka 30Hpy MOBPIIMHA TPOYTIIOBA (aIUTUBHOCT TTOBPIIHHE).

3a nosutuBHE QyHKUHU]E f : [a,b] — R ACPUHUIIEMO OpIH-
HATHH CKYII Hax [a, b]

caOrd(f) ={(z,y):a<x<b0<y< f(x)}.

[IpuposHo je mocraBuTH cienehe nuTame:

1) Apxumenos mnpobiuem. Illra je mospmuHa P durype op-
AMHATHOT cKyna ¢yHkuuje y = 2 Hax [0, 1] (moBpumrHa
mapabose)?

2) Wnu, yommre, mra je noBpimuHa ckyna Ord( f) HO3UTHB-
He ¢yHkuyje f : [a,b] — R ?

Kako opmuHaTHH ckyn mapaboliie HHje eIeMEHTapaH W He
MOXKE C€ pacTaBUTH Ha KOHa4aH Opoj TPOyIIIoBa, MOTPEOHO je
TIpBO NeduHICATH TT0jaM TIOBPIITMHE 3a OBaKBe (hUType.

Axo cMo (hamMuiHjapHU ca MHTETpaluMa, MOKEMO JIaTH jeji-
HOCTaBaH OJITOBOP 32 APXHUMEI0B POOIeM:

1 31
P:/xzdx:x—
0 3

[Tokymajmo na 06jacHUMO ApPXHMEJIOBY HJIE]y 32 U3padyHa-
Bam¢ MOBPIIMHE Mapadoyie. ApXUMel HUje HapaBHO 3HAO MHTE-
rpaje, ajau ujieja Kojy je IPUMEHHO BOIM JIe(DUHUIU]H HHTErpa-
na. [TokymajMo J1a peKOHCTPYHUIIEMO APXHUMEIOB MPHUCTYIT KO-
pucrehu mojam rpaHudHe BpeTHOCTH. Y BpeMe Kaja je Apxumes
paauo HHje IMOCTOjao jacaH IojaM JIMMeca, alld j€ pa3MaTrparba
KOja cieie 00pa3IokKo Taja TOCTYITHAM METOIaMa.

1

=0

ITomennmo uHTEpBaI [0, 1] Taukama z;, = E, 0 < k < n.Heka
je Py, MpaBOyraoHuK [xy_1, zx] X [0, f(xx)] 1

(1.1) Sn =Y flaw) (@ — zh-1).
k=1
1 . .
ITokaxumo na S, — 3> KaJg n — oo , TJ. J1a J€ MOBPIIMHA

. . 1
¢burype opaunarsor ckyna gyukuuje y = 22 nan [0, 1] jennaxa 3
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U3 (1.1) cnequ
n 2
n) n n

rneje 1 = ZkQ-
k=1

Kaxo je T n(n+1)2n+1)
n — 6 )

Hajga3zuMo S,, = a—, rae je a, = <1 + —>an = <2+ —>.
6 n n

Kako — — 0, Ha OCHOBY IpaBHJIa 3a JHMEC 30Mpa U MPOU3BO/IA,
n

. 1

3aKJbyuyjemMo a, — 1, b, — 2 u a,b, — 2. [lakzue, S, Texu ka -,

3

Kaaa n TeXKH oo.
[To ananoruju MOXKeMO MOKYILIATH Jja U3padyyHamo MOBPILU-
HY Kpyra 1 3alipeMHUHY JIOIITe.

1.3.1. 3anpemuna nupamue

3anpemuna nupamuzae P unja je 6a3a B v BUCHHA h jeHAKa
eV = %h|B|.
Hexka je 6a3a B nupamuze Py paBau z = h, h > 0,a Bpx y Ko-
OPAMHATHOM IIOYETKY U 2HCKa je B(t) mpecek mupaMuje ca paBHU
= %‘B| h h
Kopucrehu unterpane nanasumo V = / |B(t)|dt = h~? / t2dt.
OtynajeV :%h|B|. ’ ’

z =t. Tanaje|B(t)

[Mokymajmo ia cnenumo Apxumea. i

IMogenumo wHTepBan [0,h] Taukama zj = hﬁ’ 0<k<n.
Hexka je By, = B(zi), Dy npojekunja By Ha vy-paBas, C) Ipu3Ma
Dy, X [zg—1, 2k 7

n n
Vo =Y 1Ck =D 1Dkl (21 — 25-1)-
k=1 k=1

h 22 E\2
' — 21 =—ulDi|=2EBl=(=2) |B
Kako je zr — zx—1 nn\ Kl h2| | <n) |B|,
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- " (EN? R 1
Hajlazumo V,, = Z |Cx| = Z (ﬁ) |B\5 = h|B|TnE7
k=1 k=1

n
rae je T, = Z k% Otyma V,, — Vg, tie je Vo = %h|B| 3arpeMuHa
k=1
nUpaMuze.

Teopuja uHTETpaa, MPeKo TadIuIle, 1aje HaM TOTOBE pe3ydl-
Tare Tako J1a HUje MOTPeOHO J1a padayHaMO KOMIUTHKOBAaHE JINMECe
HHU30Ba. [Ipyro je muTame Ja M U KOJIMKO PasyMeMo TEOpHjy.

Jaseu pa3Boj ApxumeoBe naeje omoryhasa a n3paqyHamo
MOBpILUHE KyIle, MupaMuae 1 Topyca. Takohe, Mory ce pa3ma-
TpaTH TI0jaM UHTErpasia ¥ IPUMUTHBHE (DYHKLHUje Kao 1 HejeHa-
KOCTH Be3aHe 3a 00MM U MOBPIIMHY QUTrypa (M30IepUMETPH]jCKU
npobnem).

1.4. 3Bon yHKIMje

W3Bon dhyHKIIM]jE jeaH je 0 OCHOBHUX I0jMOBa HH(DHHUTE-
3UMAaJTHOT pavyyHa M 3aCHMBA CE Ha MOjMy IPaHUYHE BPEIHOCTH
¢yukuuje y Tauku. Hactao je y 17. Beky y Be3u ca mpodiemMuma
y MareMaTuiy 1 Gpu3nim (Ha mpuMep, 1a ce JeGHUHHUITY TaHTeH-
Ta, TpeHyTHa Op3WHA UT/.), a IMa 3Ha4ajHe IPUMEHE Y MaTeMa-
THYKUM Haykama, QU3UIN, EKOHOMUJH UT/I.

Pacnpasa uzmely bytna u Jlajonuua oko tora kome Tpeda
npunucatu oTkpuhe u3Boza nounme 1699. rogune, a KylIMuHa-
unjy goctike 1711. rogune. byTHOB apryMeHT je 1a je Ha mojMmy
M3BOJIa TI0YEO Ja paau jour 1666. rogune, mehytum, cBoja uc-
TpakuBama HUje 00jaBuo cBe 10 1704. ronqune. Kachuje mocraje
jacHo na cy tbyTH u JIajOHUI] TONLIHM 10 UCTOT pe3ysITara, KOpu-
crehu pasnuuuTy HoTaIMjy ¥ ucnuTyjyhu pasnuaure npoodieme.
TokoM To/MHA Cy YUSHHIU ca 00e CTpaHe W3HOCHIIM HOBE apry-
MEHTE, aJli pacrpana o MPUOPUTETY HUKAJIa HUje pa3pellieHa, ma
ce 000juI HayIHHKA TIPHUITHCYje 3aciyra 3a KOHAYHO (popMupa-
¢ U TIOBE3MBAHE 1T0jMOBA MHTETpaNIa U AU EPCHITHPAThA.

ITorpeba 3a n3BomoM (hyHKIHjE jaBUIa C€ TPUITHKOM TOKY-
maja J1a ce npoHale yHUBep3aJIHA HAYHH 32 oJpeliBarmbe TaHreH-
TEe KPHBE Y TEOMETPHjH 1 OP3UHE KpeTama y MEXaHHIIH.

Bpennoct konmuHMKa mpoMeHe TpeheHor myra u mpomeHe
BpeMeHa je cpeama OpsuHa. TpeHyTHa Op3uHa je TpaHHYHA
BPEIHOCT KOJIMYHMKA MPOMEHE ITyTa U IIPOMEHE BpeMeHa, Kajaa
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MpoMEHa BpEMEHA TEeXKH HYIH. AKO MOCMaTpaMoO KpeTame Ha
MPaBOJMHUJCKOM YTy M ca = 03HaYMMO npeheHu myT 3a Bpeme
t, y tx-KOOpAMHATHOM CHUCTEMY KpeTame MOXXEMO IIpeACTaBHU-
TH nomohy QyHkuuje x = x(t) (KOPUCTU ce U O3HaKa = = s(t)).
bp3una y Tauku ¢ je u3Box PpyHKuUje x = wx(1)y Tauku to (0O3HAKA
v = a/(to) y pusuim ce kopuctu u i(to)), ak = a/(to)je koedu-
IIjeHT TIpaBIla TAHTEHTE.

Yop3ame je mpomeHna Op3uHe 1o BpeMeHy. Jlakie, yop3ame
MIOKa3yje KOJIUKO ,,0p30° ce Mema Op3rHa IOCMaTPaHoT TeJla Wil
gyectune. Ctora yop3ame a je IpBH W3BOJ Op3HHE 10 BPEeMEHY,
OJJHOCHO JIPyTH U3BOJ [TOJI0XKaja [0 BPEMEHY, Tj. BaXKH a = U = .
U3Bon Gynkuuje f(z)y Ta4KM a ce Je(MHHUIIE KAOo:

£(0) = F(2)lpen = Tim L0FAD) = f(0)

Az—0 Az ’

YKOJIMKO JIuMec moctoju. MHaue, W3BOJ y 1aT0j Tauku a MOKEMO
CXBAaTUTH W Kao JIMHEApHHU OIeparop KOju ampokcuMupa (pyHK-
]y Y OKOJIMHH Ta4uKe a:

f@) = fla) + f(a)(z —a) + o(x —a), = —a.

Axo je f = f(x1,22,...,2,) QYHKIHja BHUIIEC TPOMEHJBUBUX
ua=(ai,as,..,a,), QYHKIHH f OPUAPYKUMO QYHKIH]Y jeIHE
npoMensbrBe g(t) = f(t, ag, ..., an).

Bpennoct ¢'(a1) Ha3uBamMoO mapiyjaHA H3BOI (DYHKIU-
je f mo mpoMeHsbUBOj 1 y @ U o3Ha4aBamo ca D f(a). I'pagu-
JeHT (QyHKIMje f y Taukd a O3HAYaBaMoO W JCHUHHIIEMO ca

Vf(a) = (D1f(a),...; Dnf(a)).

IMoctymak mpoHanaxema n3Boaa GpyHkiuje Ha3usa ce aude-
peHnmpameM. JudepeHnupame je mporec 0OpHYT y OJHOCY Ha
WHTETpalHjy.

Axo cy BpenHOCTH (DYHKIIM]jE peasiHi OPOjeBH, TAuKe JIOKaJI-
HOT MUHMMYyMa M MAaKCHMYyMa C€ 33j€THO 30BY JIOKATHU €KCTPEMH.

Tauka o ca ocoounom na je f'(xo) = 0 Ha3MBa ce CTAIMO-
HapHa Tauka.

1.4.1. bp3unHa u yop3ame
3a WiIycTpoBame IMOYETHUX Be3a u3Mel)y maremartuke |

(u3MKe KOPUCHO je CKUIMPATH Je(QHUHUIHIjE TI0jMOBA TPEHYTHA
Op3uHa M TpeHyTHO yOp3ame momohy mojMa u3Boaa QyHKuuje
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(xoju je jenaH o] OCHOBHHUX I10jMOBa MH()DUHUTE3UMAHOT padyHa
Y 3aCHHBA C€ Ha M0jMy I'PaHUYHE BPEIHOCTU (YHKIIH]E).

VY ¢usuiu ¥ TEXHULM TOHEKaj Ce HABOIM ,,jeJHOCTABHA™
(HekH Kaxy ,,pusnuka™) neduHHMIMja A je BEKTOp BEIMYMHA
KOja MMa MHTCH3UTET (HEHEeTaTHBHA OpOjHA BPEIHOCT), TIpaBall
1 cMep (KOjH ¢€ Y TPOAUMEH3UOHOM IPOCTOPY MOTY IOKa3aTh
npctoM). Kopucre ce pasau ommcu Bektopa. Ha mpumep, y cpen-
HOLIKOJICKUM YIOCHHUIIMMA YECTO MUILE: ,,BeKTOP UMa UHTEH3H-
TeT, mpasail u cMep*’. Ha dakynrernma, y MaremMaruiim, KOpUCTH
ce arcrpakTHa neduHUIMja: BekTopcku mpocrop (BII) je ckyn
YHje eJIeMeHTe Ha3uBaMo BeKTopuMa (BekTop je enemert BII). YV
peannom BII nedunncane cy nse onepauuje: cabupame BEKTOpa
U MHOXKEH-€ BEKTOpa CKalapoM (peajHuM Opojem), Koje nmajy
0COOMHE KOje OAToBapajy MojMy BEKTOPa y PEaHOM CBETY.

VY cBakoIHEBHOM TOBOPY, ped Op3uHa YecTO 03HadaBa CaMo
BpeOHOCT (MHTeH3uTeT) Op3uHe (Ha eHreckoM speed). Hacy-
npoT ToMe, y GU3NIK ped Op3uHa 03Ha4aBa BEKTOp Op3uHe (Ha
eHneckoM velocity).

[IpernocraBuMo J1a pa3maTpamo TNPaBOJIMHH]CKO KPETahe
YeCTHUIIE Y jeTHOM cMepy. BpeqHOCT KoMMYHUKA MPOMEHe Tpe-
henor myTa W MpoMeHe BpEeMEHa je cpelma Op3uHa. TpeHyTHa
Op3uHa je TpaHWMYHA BPETHOCT KOJMYHHKA MPOMEHE TpeheHor
MyTa U IpOMEHE BpeMEHa, Kaja IIPOMEHA BpeMeHa TEKU HYJIH.
Jlaxie, ako mocMarpaMmo jeITHOCMEPHO KpeTame Ha MPaBOJIHHU]-
CKOM ITyTy U ca x 03HauuMO TpeheHu myT 3a Bpeme ¢ (¢ 03HaYaBa
BpeMe padyHajyhu o1 HeKOT MOYETHOT TPEHYTKa MIIH MOJI0XKaja),
y {2-KOOPAMHATHOM CHCTEMY KPETame MOXKEMO MPEACTABUTH
nomohy ¢yHKMje v = x(t) (KOpUCTH ce U 03HaKa = = S(t) ).

Kako na nedununmemo Op3uny y onpeheHom mMomenty to?
Axo je t > to cpenrba Op3rHa HA HHTEpBANY [to, t]je

o(t) — (to)

Upr = Upr(t,t0) = —

»IIpaBa“ Op3uHa (TpeHyTHa Op3uHa) y o HE 3aBUCH O]l Bpe-
MEHCKOT MHTEpBaJa jep ce 100uja, Kako ce TO MOIyJapHO Kaxe,
ETOBUM 3aMHUIIJBEHUM cKpahuBameM Ha ,,06CKOHAYHO Mayd
UHTEepBaI* 0Ko oapeheHor TpeHyTka to.

[Mpeuusnuje, ako MOCTOjH, PAHIYIHA BPEIHOCT vy (1, to) Kama
t Texu o, Ha3MBa ce Op3WHa U O3HauYaBa ce ca v = v(ty). Jlakie,
Op3uHa je n3Bon pyHknuje x = x(t) y Tauku to (o3Haka v = ' (to)
y usuim ce xopuctu u & (to)).
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Onutyje, PEeTHOCTaBUMO /12 j€ KpeTamkhe MaTepujaiHe TauKe
y HEKOM peepeHTHOM cHucTeMy (Koje He Mopa OWUTH MpaBOJH-
HUJCKO) 3asaTo ca 7 = 7(t), rae ¢ o3HauaBa Bpeme paudyHajyhu
0/l HEKOI' IOUETHOT' TPEHYTKA WJIM 10JI0XkKaja, a 7(t) BEKTOp Io-
noxaja. AKo ca s 03Ha4MMO (QYHKIH]Y s(t) Koja je npeheHu myt
(my>xwHA TIpeheHoTr TyTa) IO TPEHYTKA ¢, BPEIHOCT Op3WHE je
W3BOJ I1yTa II0 BPEMEHY: v = s’ ().

AKO y TpEeHYTKY ¢ Tauka MMa Mojoxkaj 7(t), oHa he ce HaKoH
BPEMCHCKOT HWHTEpBajia Af MOMEPUTH Yy mMonoxaj 7(t + At).
ITpomeHna monoxaja (MM MOMaK) Tauke TOKOM TOT' BPEMEHCKOT
UHTEpBala je BeKTop A7 = 7(t + At) — 7(t), koju ce goduja oxy-
3MMameM PBOT BEKTOPa I0JI0XkKaja of Ipyror. JlesbemeM BeKTopa
MpoMeHe TonoXkaja A7 ca oaroapajyhum BpeMeHCKHM HHTEpBa-
JioM At 1o0Hja ce IPOCEUHU BEKTOp Op3UHE y TOME UHTEPBAIY:

. A7
Upy = AL

[a 6u ce no6uo TpeHyTHH BekTOop Op3mHe (kKpahe: Op3uHa),
Tpeba KOpPUCTUTH U3BOI (Kao W Ko NehUHUIMje MHTCH3UTETa
Op3uHe): ¥ = 7'(t).

VYopzame ce Moxe AedHUHUCATH CIMYHO Kao Op3uHa. Bpe-
JHOCT KOJIMYHMKA IpOMEHEe Op3uHE W NpPOMEHE BpeMeHa je
cpenme yopsame.

TpenyTHO yOp3ame je TpaHHYHA BpPEAHOCT KOJMYHHKA
npoMeHe Op3WHE W TPOMEHE BpeMeHa, Kaja MPOMeHa BpeMeHa
texu Hyau. Jlakie, yOp3ame mokasyje KOJIMKO ,,0p30° ce Mema
Op3uHa mocmarpaHor Teia win dectuie. Crora, yop3ame a je
MPBH W3BOJ Op3WHE 10 BPEeMEHY a = 0, OMHOCHO JPYTH H3BOJ
TTOJIOKAaja TI0 BPEeMeHY a = ¥ = &.

V ¢dms3umm je yop3ame BEeKTOpPCKa BEIMYHWHA, U3BOZ Op3HWHE
Mo BpeMeHy (Koja je MCTO BEKTOp). Y HEKUM CHTyaldjama,
Mel)yTuM, KOpHCTH ce ped yOp3ame J1a O3HAYH CaMO UHTCH3UTET
BEKTOpa yOp3ama, ako je U3 KOHTEKCTa jaCHO O YeMy Ce PajH,
HIIP. KOJI MPaBOJIMHH]CKOT KPETamba.

[Mperusnuje, o3HauuMo ca AU = ¥(te) — U(t1) mpomeny
Op3uHE O TPEHYTKa t; 10 TPEHyTKa t2, a ca At = ¢y — t1 Bpe-
MEHCKH MHTepBas (IpOTeKsIo BpeMe) u3Mmel)y Ta jBa TpeHyTKa.
Cpenme yop3arme Ha BpeMEHCKOM UHTEpBaLy [t1, t2] je

- AY
Qpr = Kt
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Hacympor Tome, ,,lipaBo‘ yoOp3ame (TpeHyTHO yOp3ame) He
3aBHCH OJI BPEMEHCKOI' MHTEpBaJia jep ce J00Hja HEroBUM 3a-
MUIIJBEHUM CKpahnBambeM Ha ,,06CKOHAauHO Malli MHTepBal‘
oko ozpehenor Tpenytka. [TocTynak ce yommre (y pa3auauTiM
npUMeHaMa) Ha3uBa IPaHUYHUM MPENIa30oM U MPEU3HO JehUHH-
e moMohy mojma m3Boza. Jlakie, yop3ame je n3Boa Op3uHe 10
BPEMEHY:

L dv I AT
CT 9 T atso At

CuMOo07 @ o3HauaBa yop3ame (a je IPBO CIOBO PeUH aKIiele-
palmja Koja je JaTHHCKOT IOpeKIIa), CAMOOI ¥ 03HaYaBa Op3HHY;
U jenHa M Opyra BeluuuHa cy (yHKuuje BpeMeHa ¢ (ITo ce
MoIpa3yMeBa, Ia ce He MOpa eKCIUIMIMTHO HAaBECTH). YOp3ame
OIKCYje KaKo ce Op30 U Yy KOM CMepy Mema Op3uHa y onpehenom
TpenyTky. bynyhu na je Op3una BekTopcka BelMunHa KOja MOXKe
MEmATH U BPEIHOCT M CMep, yOp3ame UCTOBPEMEHO OIUCYje U
jenHy u npyry npoMmeHy. Ho, oHe ce MOTy pa3/BOjUTH TaKoO Jia ce
3ace0HO pa3MaTpajy TAHITCHIIM]aJTHO U HOPMAJIHO yOp3ambe.

AHanm3a Kperama y JIUHAMHUIM YeCTO MOJa3H OJl JPYyror
HbyTHOBOT 3aK0HA, KOjU (Y HEPEITATUBUCTHYKO] alTPOKCUMAIIH]H)
IJIacH ,,CyMa CHJa jelHaKa je MPOW3BOMY Mace W yop3ama™ (Tj.
ZF = ma). Opamie ce, U3 cUia Koje Jelyjy Ha MaTepHjaaHy
YECTHILY, jaCHO 100Hja yOp3ame uectulle. [lotoMm ce u3 yopsama,
Op3uHa YECTUIIC padyyHa HHTETPALH]jOM:

t
U =1y + / adt
to
r7e je v Op3uHa y TPeHYTKY t, (T3B. moueTHa Op3uHa). 13 Op3une
ce MOYKE OJIpE/IMTH jeIHaYMHa yTame WK peheHu myT. AKo ce
YMECTO MaTepHjajHe Tauke pa3MaTpa Tello, HaBeJeHa pa3Marpa-
Ha OJIHOCE CE Ha KPeTame HEeroBor LIEHTPa Maca.

2. Buszyanuzanuja u MoeJupame MaTeMaTHKe

Y 0BOj CEeKIHjH je CKULIMPaH JI0Ka3 HejeHaKoCTH Muxania
[lerpoBuha kopumhemeM Bu3yanu3alyje KOHBEKCHUX (PYHKIIU-
ja. Ilpuctym je 3acHoBaH Ha paxy [9] y KoMe je Jar JOMPHHOC
pa3Bojy (YHKUMOHAIHOT pa3MULLbamka y BE3U I0jMa KOHBEK-
cHocTH. MIHTepecaHTHO je Ja je KJIMIa OBOT paja jeAaH 3ajaTak
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Bumiectpykor u3dopa u3z [IMCA tecra. YomuraBajyhu oBaj 3a-
Jarak pa3marpa ce Be3a m3Mely oOimKa pesepBoapa 3a BOIY
(mocype) y Koju ce Bojia yiuBa KOHCTAHTHOM Op3UHOM U rpaduka
dyHKIMje Koja MoKa3yje Kako ce BUCHHA BOJIC Y pe3epBoapy 3a
BOJly MEHa Kao (PyHKIIHMja BpeMeHa. AKO y MOMEHTY ¢ O3Hauu-
MO ca h(t) BUCHHY BOZIEHOTI cTy0a, OHAa h Ha3uBaMo (pyHKLH]jOM
BHCHHE (yJIMBamba).

Heka je mocynma P, Hactana poranujoMm rpaduka QyHKIHje
x =1(2),0 < z < H OKO 2-0C€ 1 IPETIIOCTABUMO JIa j¢ HEraTUBHA
OpjeHTalHja z-0ce Yy CMepy TeXKe U Ja je THO MOCyle y OOIUKY
Kpyra nojiynpednuka ro = r(0).

V [9] je noka3aHo 1a ce KOHBEKCHa (GyHKUHUja Ha [0, T’ MOXke
WMHTEpIpeTUpaTH Kao (yHKuMja BUCUHE (yJIHMBama) Yy MOCYIY
KOja UMa OOJIUK POTAIMOHE MOBPIIY JehUuHUCaHEe TOMONyY Hepa-
cryhe ¢ynkuuje r : [0, h] — R.

2.1. IlerpoBuheBa HejeqHAKOCT 32 KOHBEKCHE (DYHKITH]E.

Teopema 1 (IlerpoBrheBa HejeTHAKOCT 32 KOHBEKCHE (PYHKITH]E).
Hexa je h : [0,00) — R KoneekcHa ynkyuja u neka cy t,ts,
..., ty iosuiiuenu 6pojeeu, Taga éaxcu cregeha nejegnaxociu

h(t1) + ...+ h(tn) < h(ti + ...+ t,) + (n — 1)R(0).

[TonoBumo, ¢yHKIMja h ce MOXKE HHTEPIPETUPATH Kao
(GyHKIMja BUCHHE MyHerba rnocy/e V, koja iMa 00JUK POTaIfo-
He mospiu P, tae jer : [0,h] — R mepactyha dyHkiuja.

Kopax 1. Heka je hy = h(ty),...,h, =h(t,) 1 H=h;+
+ ...+ hyn. ®opmupajMo nocyy V koja oarosapa GpyHKIUjU h U
gmja je BucuHa H (Cnuka 2).

Cruka 2. [Tocyna V koja onrosapa QpyHKIHjH &
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A1)

Cruka 3. Tpu xonuje nocyzae V'

Kopax 2. Y3amumo n xonmja nocyae V' (Bunetn Ciuky 3 3a
n = 3) ¥ HCEIMMO MX Ha BUCHUHAMa hi,...,h,. Tume mobujamo
nocyne Vi, ..., V,. (Couka 4)

-_— . A

Cnuka 4. Ilocyne u V,, V, m v,

Iy

Kopax 3. Ucenamem nemoBa 6a3a OBHX IMOCyna, 100HjaMo
HoBy nocyny V' (Crnuka 5).

Iy
Cnuxka 5. [locyna V'

Kopax 4. TIpeTnocTaBUMO 73 Y KICTOM TPEHYTKY IMTOYHEMO J1a
nyuumo obe mocyne V u V' (Cauka 6). Kako je r : [0,h] — R
Hepactyha QyHKIM]ja, 3anpeMuHe o/iroBapajyhux aemnosa nocyse
V mame cy on onrosapajyhux aenosa nocyzae V. Crora, nocyna V'
he ce npBa HanyHuTH K 0Tyaa ciieau [lerpoBuheBa HejeHAKOCT
(ocTaBspaMO YMTAOITY N1a TIOTYHHU JETaJhE).
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hy

Iz

T

Cnuxka 6. [locyne V'u V

2.1.1. I'epunros npobiem

Hageammo camo jenan crienyjatHd n30NepruMeTPHjCKH TIPO-
onmem (I'epuaroB mpobmem). OBaj mpoOiieM ayTop je pemrro u
o0jaBno 1975. romune (yommureme je o0jaBno 2015. romune).

Teopema 2. Axo cy Y u Yo ynanuane kpuse y R3 na paciiojarsy
1, gokaszaiuu ga je gysicuna ceaxe 0g 06uUx KpUSUX HAjMarbe 2.

Pemere oBor npobiiema uma Bese ca joroom UMVY? (Bugetu
Crnuke 7 u 8; Takohe, Bunetu 1 BOpOMUHOB TIpCTEH).

Crnuka 7. Pememe I'epuaroBor mpobiema

3 IHTepHAIMOHAIIHA MaTeMaTHYKa YHHja



Muonpar MaresbeBuh 89

Cruka 8. UMY noro

3. IbyTHoB 3akoH u KyJ/ioHOB 3aK0H
3.1. BbyTHOB 3aK0H

Hpyrun IbyTtHOB 3akoH Tmacw: ,VIHTEH3WTET CHIIE Koja
mokpehe Teo jemHak je MpOM3BOAY Mace Teila W yopsama Koje
TeNno Jo0uja AeoBameM Te cuie™, Tj. F' = ma, Tae je F cua Koja
nokpehe Teno u naje My yop3ame, m Maca TOT Tella U a yop3ame
KOje TeJo Jo0Mja IeIoBambeM Te cuile. YOp3ame Tena cpa3MepHo
j€ CroJpallboj CHIIM Koja Jenyje Ha Telno U OOpHYTO cpa3mep-
HO BeroBoj Macu. Cmep yOp3ama je y cMepy YKyIHE CHIIe Koja
Jenyje Ha Telo.

HbyTHOB 3aKOH O OIITO] YHWBEP3aJHOj TPaBUTALM]H HUMa
cnenehy dhopmynanujy: cBako MaTepHjaJiHO TEJIO Y BACUOHH IPH-
BJIa4YM JIPYTO TEJIO CHJIOM KOja Jiejiyje y IpaBIly IpaBe Koja craja
Tena (Mpeun3Huje eHTPe Maca), MHTEH3UTETa Cpa3MepHOT Mpo-
W3BOJly Maca Tella, a OOpHYTO Cpa3MEepHOT KBaJ[paTy pacTojama.
Jlakiie, MHTEH3UTET CHJIC je
F,=q™n

,
rae je G yHHBep3aJiHa rpaBUTalMoOHa KoHcTaHTa (1o ['aycy).

Y Hamepu na JamMo TPENu3HH])y (GOopMyTanujy IMpeTIo-
CTaBUMO Jla Cy = M Yy PECIEKTHBHO CPEIHINTa TMPBOT U
gpyror Tema ¥ = zj, r = |7 | Mehycobna ynamenoct uzmel)y
Tena (m), U ry = 7 /| 7| O3HauMMO ca F', CHIy KOjOM ApYro
TEJIO ZICjCTBYjE Ha MPBO U ca ?2 CHITy KOjOM TIPBO TEJIO JICjCTBYjE
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Ha jpyro. Tana je
?1 = —?2 =G- ml%gm%o,
r
rie je G yHUBep3aHa rpaBUTAIIMOHA KOHCTAHTA KOja OTIIPUIIHKE
u3HoCcH 6,67428 - 10~ "' Nm?kg ™2 m; maca mpsor Tena (kg), 2
Maca apyror tena (kg).

VY nurtepaTypu ce IMOHEKa] cuja O3HayaBa 0e3 CTpesuue U
TBpAU Jia Baku F' = Fy = Fy, T je F y3ajaMHa cujla TpuBiIave-
wa u3Mehy aBa tena. [Ipenusnuje je pehu na cy MHTEH3UTETH
y3ajaMHUX CHJIa TIpUBJIavYeha u3Mel)y Ba Tea jeJHaKH.

Tako Hanwmno Il. PamkoBuh y cBom yubOeHuky /Junamuxa
u3 1948. rogune, numie aa je oBaj tbyTHOB 3akoH rpaBuTanmje
YHEO MHOTO I0JIeTa y Hay4YHa JOKa3WBamba MCTHHA O KpeTamby
HeOeCKuX Teja ¥ HUTUPA J1a CE O HEroBOj BYKHOCTH HajIIeIIIe
W3pa3uo BeJMKaH Halle Hayke MunyTiua Munankosuh:

,,1aKo ce tbyTHOB 3aKOH HajBEIMYaHCTBEHHU)H IITO Ta j& UKaJl
CMPTHH YOBEK MOTao Ja JIOKYYH, MOKa3a0 Kao OIIITH 3aKOH
IIPUPOJIE KOME ce IoKopaBa Lena Bacuona®.

U Bemko A. Byjuunh y cBojoj MoHOTpaduju Iipeiipunyuiiu
mexanuxe n3 1998. ronnHe Takohe MUTHpa HAIIET TEHUjaTHOT Ha-
yunuka Munytuna Munankosuha cinegehum pedeHunama:

,,JDYTHOBMM 3aKOHOM I10CTa OATOHETHYTA XMJbaAyTOAUIIbHA
3aroHeTKa IUIAHETApHOI KpeTama M HOBa Ca3Hama CIleloBalle,
cama of cebe u3 mera. CBe HejeJHAKOCTH KpeTama IUIaHeTa U
Mecena HCIOJbUIIE Ce Ka0 MPUPOAHA TOCIEANLA TOTa 3aKOHa,
Kao M jacHH u3paxxaj Mel)ycoOHOT MpUBIAauHOr JejcTBa TUX He-
Oeckux Tena. He camo fa je TUM mpupoja TUX HEjeIHAKOCTH
nocrajia pacTyMadeHa: OHE Cy C€ MOIVIe U3padyHaBaTH U IPATUTH
u y npouwioct u 'y Oyayhnoct. I[lokasaino ce u 3a komete, yop30
132 MoCTaBJbeha tbyTHOBOT 3aK0HA, /1a OH BaXKH 3a CBa HeOeckKa
tesa 0e3 u3y3eTka, nakie u u3sad CyHuyeror cucreMma. [perecuja
PaBHOJTHEBHHUIIA, KOJY j€, Ka0 IITO CMO YYJIH, MPBU KOHCTATOBAO
Xumnapxoc, Haiuia je EbyTHOBUM 3aKOHOM CBOje TMOTIIYHO pa3ja-
IIHEHE, a UCTO TaKO KaCHHUje OMaXeHa poTallrja 3eMJBHHE OCe.
N 06muk Hamre 3emibe, a HAPOUUTO HEHA CIJBOIITEHOCT YCIIen
poranwmje 700Hja, Y CBUM I10jeAMHOCTHMA, MEXaHUIKO B TeoMe-
TPHUjCKO 0Opasnoxeme. To MCTO BaXW W 3a MPAcTapo IMUTAHE
0 MOCTAaHKY MOpPCKE IJIMME, KOja Cce IOKa3aja Kao HEHoCpeaHa
nocnenuna npusaadHor aejcrsa CyHua u Mecena. 3axsasbyjyhn
0oBOM tbyTHOBOM 3aKOHY M3HUKIIA j€ jeiHa HOBa Hayka — HeOecka
MEXaHHKa.
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[Moctoje pa3nuke y MeToAama MpoBepe HEKe TeopHje y Mare-
MaTHUIIM U HayKama Koje ce OaBe peasHuM mnojaBama. Ca Marema-
THYKE Ta4Ke TIIEIUIITA MOXKE C€ TOCTABUTH ITUTAE Ja JIH ce Maca
nedunmie momohy cuie u 00pHyTO (MomMohy HbyTHOBOT 3aK0Ha)
W JIa I ce MOYKe TIOCTHNH HaIPE/IaK Y BE3W C OBUM MHUTAHEM.

OCBpHUMO c€ KPaTKo Ha pa3Boj HAyKe M HOBE TEOPHje KOje CY
ce mojaBmte rocie thyTna.

a) [lanac ce cmarpa ma BbyTHOBM 3akOHM Bake camo y KJiia-
CUYHO] MEXaHUIH, T/Ie je Op3MHa KpeTama TeJla PeJaTHBHO Maja
y OIHOCY Ha Op3MHE CBETIIOCTH, a Maca Teja 3HaTHo Beha o mace
aTOMCKHMX JIeJI0Ba (€JIeKTPpOHa, TPOTOHA U HEYTPOHA). Y cliydajy
M3Y3ETHO BEIMKHUX Op3UHA, yIIOPEIUBUX Ca OP3UHOM CBETIOCTH,
WM U3Y3€THO MajHMX Maca, yIopeaInBUX ca MAacOM aroma, Ioja-
BJbY]y C€ ApPYrH €(eKTH KOjU C€ MPELUU3HO ONHCY]y 3aKOHUMA
KBaHTHE MEXaHUKE U PEIaTUBUCTHUKE (PHU3HKE.

0) Teopuja penaTuBHOCTH, KOjy je pa3Buo Andept AjHINTajH
1905. roqune, He MpUXBaTa MOjaM arcoJlyTHOT BpEMEHa, KOjH je
Ha TIPBU MOIVIe]] TOTIYHO JiornyaH. Jla Ou ce ynopeauso Bpeme
n3mel)y nBa jorabaja koju Mepe JiBa rmocmarpada y pasiuduTHM
pedepeHTHUM cucTeMnMa, TTOTPEOHO j& KOPUCTUTH HEKH CUTHAJL.
Jenuan Moryhu HaYMH y peaHOM CBETY j€ yHnoTpeda CBETJIOCHOT
curraia. Ho xako je Op3nHa CBETIIOCTH KOHCTAaHTHA U HE3aBHUCHA
ol peepeHTHOT CUCTeMa, AJHINITAjH je TToOKa3ao Ja BpeMe Mopa
3aBHCHTH Ol pehepeHTHOT cucTteMa. Bpeme je, a mpema Tome U
1ojaM UCTOBPEMEHOCTH JiBa jorahaja, penatuBHo. Tpetupajyhu
BpeMe Kao MPOMEHJbUBY E€KBUBAJICHTHY MPOCTOPHUM HPOMEH-
JbMBHUM, AJHIITAjH je, cienehu myt Ha koju je ykazao XepMaH
MMUHKOBCKH, M3Tpaguo M0jaM YeTBOPOAMMEH3HOHOT MPOCTOPa
— IPOCTOPHO BPEMEHCKOT KOHTHHYYMa. [ eoMeTpHjy TaKkBOT Ipo-
cropa oapelyje marepuja, a rpaBUTaIKja je caMo IMOCJIeAnIa Ieo-
MeTpuje uzndkor npocropa. pyruM peunma, rpaBUTaLja je
camo MoclieInIa YHLEHHIIE J1a KOHTHHYYM MPOCTOP-BpEMeE HUje
paBaH Hero 3akpuBJbeH. YecTuiia Marepuje yoauyeHa y cBEMHUD
He OM ce Kperaja 10 MpaBoj JMHUjU, Kako cieau u3 byroHose
jeaHa4YrHe, HEeTo IO T3B. T€0/1e3M]jCKOj JIMHUjU (y oaroBapajyhem
MaTeMaTHYKOM MOJIeNy), Koja (PM3WYKH TpeAcTaBiba (BpeMeH-
ckn) Hajkpahw myT m3melyy Onio koje nBe Tauke y cBemupy. CBe-
TIIOCHHM 3pallyl Takohe ce He MHUpe MPaBOINHU]jCKH, HETO C€ U OHU
CaBHWjajy y TPaBUTALMOHOM I0JbY (TpaBuTanmjcke jiehe).

B) Y caBpeMeHOj (hM3HIIM KBAaHTHA MEXaHWKa Ce MPUMEmYje
Ha MUKpOHUBOY. Teopuja penaTuBuTeTa 1 KBAHTHA MEXaHHUKA Cy
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nBe (pyHIAMEHTAIHO Pa3IUYUTe TeOpHje ca MOTIYHO Pa3iInyu-
TUM QopMyJalljaMa U IpemMa caJallbeM pa3yMeBalby HEKOM-
naTUOWIIHE TEOpHje PeaTHOCTH. 3a pa3jivKy OJl TCOpPHje peslaTu-
BUTETa, CTBAPHOCT HA KOJy C€ OJHOCH KBaHTHA MEXaHWKa Ca4yH-
IEHA j¢ 01 KBAaHTHUX CKOKoBa. Mcxomu nmoraljaja Hucy oxapele-
HU ¥ omHcyjy ce momohy BepoBaTHOohe. Kperame cybaroMckux
YeCTHUIIA HHUje HETPEKHUIHO.

r) Teopuja cTpyHa je IpBU MOKYIIAj JIa CE YjeANMHE OBE JIBE
teopuje. [lorogno je y Gpu3uIm KOPpUCTUTH MOJIENe Y KOjuMa ce
HajCUTHH]E, eIEMEHTapHe YEeCTHIIe pa3Marpajy Kao Oe3auMeH-
3MOHE TadKe y MPOCTOPY M MPEACTaBIbajy MoMohy KOOpIHHATa.
OOWYHO 3aMHIIJBAMO, HIIP. €IEKTPOH, Ka0 TauKy 0e3 yHyTpalIbhe
cTpykrype. OCHOBHA HJigja TEOpHje CTPYHA je: CBE T€ Pa3IHUUTe
OCHOBHE YECTHLE y CTAHIAPJHOM MOy Cy CaMO PazIHyuTe
MaHH(ecTalnmje jeqHor OCHOBHOT objekta crpyHe. Cymnepcut-
HE CTPyHE Cy AykuHe of oko 1073° merapa (HIp. HPOTOH je
100 munmmjapam myTa Behu on Tux crpyHa). [lo Teopuju cTpyHa,
KOja je HacTaja IIe3IeCeTHX TOIWHA, HajCUTHH]E, eJIeMEHTapHe
gecTurle (€IeKTPOHHN, KBAPKOBH, XaIpOHH, 0030HH, (PEPMHOHH...)
UMajy MIPUpPOILY JC,Z[HOI[I/IMCHSI/IOHI/IX crpyHa. Ha nmpumep, npema
TEOpHUjH CTPYHa CIICKTPOH je cuhyniHa meTsba cTpyHe Koja MOXKe
Jla OCIMJIyje Ha pa3jIMuuTe HAYMHE U Ja ce MoHama kKao GoToH
WM KBapK WM TPAaBUTOH. YHUBEP3YM j€ CAuMIbEH OJ1 elieMeHaTa
Koju BHOpHPAjy, UMje TOHAILIAkE j€ CAMYHO MOHAILIAakY 3aTeryTe
KuLe y npocropy. OcuiioBame eJIeMEHTapHUM YeCTHIIaMa J1aje
HaeJeKTPUCAE, MACy U CITHH.

Msoru Teopujcku puzngapu Bepyjy JAa je TeopHja CTpyHa
KOpaK Hampeja y cxBaramy (yHAaMEHTaIHOT ONuca MPHPOAE,
MaJa je eKCHEPHUMEHTAIHO W3Y3eTHO TEIIKO IPOBEpaBaTu
npeasubhama oe Teopuje. VcTpakuBaun y o0nacTu TEopHjcKe
¢u3nke npoydyaBajy MareMaTHKy Ha Ko0joj ce Oasupa Teopuja
CTpyHa M KBaHTHA TeopHja moJka. To ykibyUyje MpUMeHy HajHO-
BUJUX MaTeMaTHYKUX JUCLHUIUIMHA, Kao IITO jeé HEKOMYTaTHBHA
reoMeTpHja, anu Takohe yKJbydyje pa3Boj M MpOoydaBarme HOBE
MaTeMaTHKe Koja je oTpeOHa 3a 1aJbi pa3Boj TEOpHje.

1) O cymrrnau ®apanejeBux uneja Makcsen numre: ,,Dapanej
j€ CBOJUM MUCAOHUM OKOM BUIEO JMHH]E CHUJIE KAKO MMPOKIMA]y
10 MPOCTOp TaMe TAe Cy MaTeMaTH4apH BUJCIHU LEHTPE CHiIa
Koju nenyjy u3naneka; Papanej je BUACO MEOUjyM Tamo Iae
OHU HHUCY BUJCTH HMIITAa ceM ojcTojama; Papanej je TpaKuo
cenumte (JeHOMEHA y pealHUM JIeoBambuMa Koja ce MPOCTHPY
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KpO3 MEJIUjyM, JIOK Cy CE OHH 33]]0BOJbaBaJIU Jia ra Hal)y y 1IejCTBy
Ha JaJbHHY KOjEM Cy MOJABPTHYTH CIEKTPUYHU (QIyrUan™.

3.2. KynoHoB 3akoH

Enexrpocraruka je obmact ¢pu3nke Koja mpoydaBa CTaTHIKH
SNIEKTPUITUTET WM HaeJeKTpucame Koje mupyje. [locToju mo-
3UTHBHO W HETaTUBHO HaelleKTpHcame. Hocnomy mo3uTHBHOT
HaeJIeKTpUCama Cy MPOTOHU a HEraTUBHOT eNeKTPOHH. [IpoToHn
U eJIEKTPOHU CYy HOCHOLIM HajMame KOJIMUMHE HACIEKTpHUCamha Y
NPUPOIU U Ha3MBajy Ce eleMEeHTapHa HaeJeKkTpucama. Haemek-
TpHCae MPOTOHA 0besekaBa ce ca e (Wi p'), a HAeIEKTPUCAHE
eleKTpoHa obesnexana ce ca —e (W e™).

[IpuBiiauHe eneKTpUYHE CUIIC jaBJbajy ce u3Mel)y mo3uTHBHO
Y HEraTUBHO HaellekTpucaHux Tena. O00jHe eIeKTPUUHE CHUJIC
jaBibajy ce u3Mel)y MCTOMMEHMX HaelieKTpucama. Ha aTromMckoj
CKaJH, 300T MpUHIHUIA HeoapeheHOCTH KBaHTHE MEXaHUKe, Ha-
eJIeKTpHcaHa YeCTHIla HeMa IMPEIU3HY MMO3UIIH]Y, T je Mpea-
CTaBJbCHA PACIIOJIENIOM BepoBaTHONE, TAKO /1a Ce HACIEKTPUCAILE
MojeTUHaYHE YEeCTHIIe He KOHIIEHTPHIIE Y jelHO] Tauku, Beh ce
»pasmasyje‘ y mpocTopy M IOHaIIa ce Kao paBa KOHTHHYHpaHa
JUCTPUOYIIHja HASIeKTPUCarha.

3a Teno xaxxemo Ja je y paBHOTexkH (equilibrium) ako e
MeHa CBOj TIOJI0XKa] Y OTHOCY Ha peepeHTHO Teno, Tj. He kpehe
ce Y OJHOCY Ha Hera. Y MareMaTH4yKoj aHaJu3H, TPaHd MareMa-
THKE, U3BOJI je Mepa Kako (Koiuko 0p30) pyHKIHja Mema CBOje
BPEIHOCTH KaJia joj ce yla3zHe BpeIHOCTH Memajy. 3o kpuBe
y HEKOj TauK{ MpEeACTaBba KOSPHUIIMjEHT MPaBlia TAHTCHTE J1aTe
KPHBE y TOj TaYKH.

OcHoBHa jeTHaYMHA eJeKTpocTaThKe je KyJIoHOB 3aK0H, KOjH
ommcyje cuiy n3mMel)y aBe Tauke (HaeleKTpUcaHuX Tena). Bemu-
YHMHA €JIeKTPOCTATHYKE CHie u3Mely 1Ba HaeJIeKTpucama je Ju-
PEKTHO MPOTIOPIIMOHAIHA ITPOU3BO/IY BEIHINHA HAeTIEeKTpUCama
U OOpHYTO TPONOPIIMOHATAHA KBaJpaTy yHaJbeHOCTH Hu3Mely
Tayaka Koje Cy HaeleKkTpucaHe onrepehemuma Qq u Qa:

e Q1 Q2

4mreqr?’

IJIe je €9 KOHCTAaHTa KOja ce Ha3WBa MEPMUTHBHOCT BaKyyma (JT1-
eJIEKTPUYHA KOHCTaHTa BaKyyma).
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VY eneKTpoCTaTHIN eNEeKTPUIHO MOJbE je HApOUUTO (PU3NIKO
CTame Y OKOJIMHU HACIICKTPUCAHHX TeJla ¥ eNIEKTPUYHUX ONTepe-
hema koje ce BUIHO MaHU(DECTYje Y I0jaBU MEXaHUYKE CHJIE, KOja
Jienyje Ha mpoOHO eneKTpuyHo ontepehieme yHeTo y moJbe. AKo
ce y nmpocTop u3Mel)y HaelneKTpUCaHHUX Tella YHeCe IyHKTYallHO
eNeKTpuUHO onTepeheme ¢, kKoje je TONMKO Malio Jla CEe FEroB
YTHIIA] HA pacrojienly eleKTpuyHux omnrtepehema Koja cTBapa-
jy ToJpe MOXe 3aHEeMapuTH, Ha mera he memoBarn MexaHWYKa
CHJIa YMjH Cy MHTEH3UTET, IIPaBall 1 cMep MOTIyHO onpehenn y
CBaKOj Ta4KH MPOCTOpa. Y jeIHOj TaYKH MO0Jba HHTEH3UTET CHIIC
je cpasMepaH npoOHoM ontepehemy, 10K mpasal U CMep 0CTajy
HETPOMEHCHHU.

[TomeHyTy OCHOBHY MaHH(ECTAIH]y €ICKTPUYHOT [10Jba, 1a
JIejCTBYj€ MEXaHUYKOM CHJIOM Ha YHECEHO NpoOHO onTepeheme,
uckopuctruhemo 3a ne(UHUIH]Y KBAaHTUTaTHBHE KapaKTEPUCTH-
K€ 10Jba, KOjy HA3MBaMO jauMHOM EJICKTPUYHOT IM0Jba. JaumHa
10Jba j& BEKTOP KOju 00esiexaBaMo CUMOO0JIOM E U Ie(hUHUIIIEMO
Kao KOJIMYHUK MEXaHWIKe CHJIE KOjOM IT0JbEe JICjCTBYj€ Ha TTO3H-
THBHY NPOOHY KOJIMYUHY €JIEKTPUIMTETAa M caMe Te KOJIHMYHHE
eNIeKTpULUTeTa: E=F/g. Bekrop jaunHe mojba MMa mpaBall U
cMep culie Koja Jielyje Ha TIO3UTHBHO PpoOHO ontepeheme, a nH-
TEH3UTET My je OpOjHO jeHaK CHJIHM KOja JeNTyje Ha jeIMHUIHO
onrepeheme.

[TonByruMo nia noctoju ciaundnoct uzmely byTHoBoOr 3aKkoHa
u Kynonosor 3akona. @opmyrie cy aHajorse, Maca urpa yiaory
HaeJIeKTpUCama, a MaTeMaTHKa Koja ce OJIHOCH Ha TEOpHjy IO-
TEHIIMjala je UcTa U TO MOXKE Jla MMa Be3e Ca YHHBEP3aHUM
NPUHIUITNAMA.

4. Bapujauuonu pauyH

[Iponanaxeme ekcTpema (DyHKIFOHANA j€ CIIMYHO TIpOoHaIa-
JKEbY MaKCHMyMa U MUHHMyMa (yHKIHja. MakcUMyMu B MH-
HUMYMH (yHKIIHje MOTY OMTH JIOLMPAHU MPOHAIAKEHEM Tadaka
re ce U3BOA aHyaupa (Tj. jeanak je Hyau). Ekctpemu dynkuno-
HaJla MOTY ce TOOMTH NpoHaNaxemeM (pyHKuuja rae je GyHKIH-
OHAJIHM M3BOJA jenHak Hyau. To IoBoxuM 110 peliaBama Mpuapy-
xene Ojnep-Jlarpamxose jennaunne. HaBemumo jenan mosHar
npuMmep U3 ucTopuje Maremaruke. Ilnato je excriepuMeHTHCAO
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ca CaIryHHUIIOM Kako O MOKa3ao MoCTOjambe MUHUMAITHE TTOBPILIN
ca nmaroM rpanunom. [loromHo je dopmynucaru onrosapajyhu
pobiem y cienehoj hopmu.

4.1.ILmaToB mpobiem

Onpenutn GyHKUM)y z = f(z,y) 3a4aTy Ha AoMeHy D y
PaBHHU, YMjU TpapyK MUHUMH3HpA HOBPILIMHY, Y3 IPETHOCTaBKY
3aJaTuX BPEAHOCTH Ha TrpaHuiu gomena D. Kopucrehu cran-
Jap/IHU apryMeHT y padyHy BapHjalija, MOXe ce MoKa3aTu Jaa
peweme [lnatoBor npobiaema (Koje Ha3MBaMO MUHUMAIIHU Tpad
z = f(=z,y)) 3a10BOJbABA HEJIWHEAPHY MapLUjaIHy AU(EPCHIIN-
jayHy jeHaunHYy

(1 +f3)f:vw - 2facfyfmy + (1 +fm2)f1ﬂ/ = O'

Hexka je G momen y paBam okpysxeH JXKopaanoBoMm kpusoM C.
IIpernocrasiba ce ma je Jlarpamwxkujan L(z,y,u,p,q) TOBOJBHO
rmarka (QyHKIFja CBOjUX TET apryMeHara W Heka je u : G — R.
Mu KOPHUCTUMO HOTALU]Y P = Uy U ¢ = Uy. PazMoTpumo

Ju] = // L(z,y, u, ug, uy)dzdy.
G

Bat € Ruwv: G — R, yBeaumo h(t) = Ju + tv]. Ao je v € C1(G)
uov = 0HabG, Tana je

n'(0) = // (vLy + vg Ly + vy Lg)dxdy.
[Tomohy napuujanae I/IHC;CFpaI_II/Ije no0ujaMo
' (0) = //GU(LU (Lp)s — (Ly)y)ddy.
Oryna je
(11) Ly = (Ly)a — (Lg)y = 0

n

(4.2) Ly—Lgp—Lyg— g Lyp—tyLyg— gy Lpp—2Ugy Lpg— tyy Lgqg=0.

Uzeeaumo Ojnep-JlarpankoBy jeiHauMHY 32 MUHHMAJIHY

IMOBPIII
L=+1+4p?+ ¢
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Heka je f:G—=R. Ca I'(f)={(z,y,f(z.y)) : (z,y) €G}
0o3Ha"YaBaMo Tpaduk MpeciukaBama f. PasMoTpumo 1-mapame-

Tapcky bamunnjy f* := f + tg u nepunnmmmo, A(T'(f)) = / dA
G

u A(t) = A(T(fY)), tne je dA = Adxdy v A = \/1 + |V f]2. Jlasbe

HaJIa3uMO
A'(0) = 7/ gdiv (W) dxdy
¢ A

(VY
u crora div (A) =0.

Oryna, xako je A* =1+ f2 + f2 MU TIpBO Hana3MMo
AA, = fefea + fyfeyu crora
(1 + fq?)fmz + (1 + fa?)fyy - 2fwfyfIy =0.

[ToBpiIMHA TEYHOCTH C€ MOHaIIa Kao elacTHYHa TYMEHa
MemOpana (ompyra). I'eHepanHo, cUCTEM MOJ YTHIAjeM
cuiia kpehie ce ka paBHOTEXKHO] KOHPUTYpAIUjH KOja OATO-
Bapa MHUHUMAJIHO] TOTEHIMjalHO] eHepruju. Oa cBUX Tena
3ajaTe 3alpeMuHe, JIoNTa WMa HajMamy noBpmuHy. On
CBUX 3aTBOPEHUX IOBPIIN 3aJaTe MOBpIINHE, cdhepa caapxu
HajBehW BOJIYMEH M MHHHUMATHY IMOBPITHHCKY TTOTSHIIH]THY
eHEeprHjy.

Hema kyOHux kuiiHux kanu. Cuna Fp KOjOM MOBpIIHHA
TEYHOCTH JIeNyje Ha 00jEKT KOjH je y KOHTAKTy C HOM JHPEKT-
HO j€ MPOMNOpLHOHAIHA AYKUHHU L JINHUje KOHTAaKTa (WM MO-
BPIIMHK A TOApydYja KOHTAaKTa aKko je mpeamer mospi). Kon-
CTaHTa MPOMOPIMOHAIHOCTH 7 Ha3MBa ce KOC(PHILHUjEHT MOBP-
IIUHCKOT HamoHa TeuHoctu. Jlakie, Baxu Fr = vyL. Crora ce
KOoe(DHIIMjeHT MOBPIINHCKOT HAIlOHA MOXE M3Pa3uTH Y (OpPMHU:
~v = Fr/L. Uspcroha mMemMOpaHe Bapupa 3a pasjiduyuTe TEUHO-
CTH, HIIP. MHOTO j€ Mamba 3a CAIlyHaCTy BOAY HETO 3a YHCTY BOY.
Ha npumep, ako ©(2,9) o3nauasa moMepame MeMOpaHe W3Had
IoMeHa D y paBHH 7Y, Tajga je HheHa MOTEHIMjalHa eHeprHja
HPOIOPIIMOHATHA HETOBOj IIOBPIINHH:

Uldl = [[ VI+Ve- Vit dy
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4.2. JlupuxyieoB NPUHIIUI

3a mane |Vl vVI+ Vo - Vo = /14 |Vo]? ce anpokcumupa
cal+ |Vep|?/2.

UYecTo je 10BOJHHO pa3MOTPUTH CaMO MaJie TIoMake MeMOpa-
He, YHja eHepreTCKa pas3iIfKa OJ] IIOYETHOT MT0JI0Kaja Ce alpoKCH-
MHpa HHTETPAIIOM CHEPTHje

Wy Bld=Fold =g [[ Ve Vedeay

Osneje L = p? + ¢° Kaxo je Ly=Lsp=Lyq=Lyp=Lyq=0jen-
HayMHa (4.2} ce CBOAU Ha L, — UgaLypp — —UyyLgq = 0. [daibe,
L, = 2p, Ly = 2q u crora Ly, = Ly = 2. OTyna Hana3uMo
Au = Uz, + uy, = 0. DyHKIHUje KOje 3a10BOJbABA]Y MOCIEIHY
jeIHAUNHY Ha3MBajy C€ XapMOHH]CKE.

Mosxe ce kopuctutu u dopmyna (4.1). Tama Tpeda L, = 2p
pasmarparu kao L,=2p=2u, u L,=2q=2u, Ortyna
(Lp)e = 2uce 1 (Lg)y = 2uy,.

[IpumeTumo fa ce y GpU3nLK KopucTu HoTanuja V2 = V-V
3a JlarmmacoB oneparop A (Jlarumacujan).

Axo je u mmatka QyHKnMja Ha goMeHy D C R™ MoTHBHCaHH
MIPETXOHUM pazMarpamuma u ¢popmysom (4.3) nepuHumIEeMo

Elu] = Eplu] :/D\Vu|2d;v

¥ Ha3UBaMO MHTETPAJl CHEprHje IPecInKaBama u.

Pa3zmarpama y OBOj CEKIMjH TPHPOTHO TOBOAEC IO CIIC-
neher mpobnema: Munumusuparu ¢yHkmuonane U u E mehy
CBUM MPOOHUM (yHKIHjaMa f KOje UMajy 3aJaTe BPEIHOCTH Ha
rpanunu bD.

IIpBo hemo HaBecTn J{MpHUXJI€OB MPHUHIHUI 32 XapMOHH]CKE
byHKIH]C.

Teopema 3 (Aupuxineos npunuun). /peiiiocidagumo da je D
gomen y R™ u

(a) gje neiipexugna gynxyuja na D;

(6) g uma tipee tlapyujanne uzsoge Koju cy neipexkugru Ha D;

(8) uniueipan enepiuje hynyuje g je Konauan.

Axo je u neiipexugna gynkyuja na ipanuyu D, xapmonujcka
na D u ako je u = g na ipanuyu D onga je

E(g) =2 E(u),
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upu wemy ce jegnaxkociu gocuiudce ako u camo ako je u = g Ha
bD.

5.Teopuja moreHuujaga 1 MOTEHIHjaJly eJ1eKTPOCTATHIN

[MogBymmo 1a ce pa3mMarpama y 0BOj CEKIUju onHoce Ha 3D
(TpOIMMEH3MOHN) TIPOCTOP.

O oCHOBaMa EJIEKTPOCTATHKE M EJICKTPOMAarHETHKE BUJICTH
Ha ipumep y [12]. Heka je e HO3UTUBHO HaeJIeKTprUCaHa YeCTHIIA
JIOTIMPaHa y TauKH . AKO C€ HaeJIeKTpHUCaHa YeCTHIIA C jeTUHNY-
HHUM HaeJIeKTPHCAEeM Hajla3! y TaukH z, o KylloHOBOM 3aKkoHy
HaeJIEKTPHUCAkE e JeNyje Ha jeIMHUYHO HaeleKTpUCAmke Y T ca

_>
cutom F(z) = %, rneje 7 = ytur = |z —yl.
T

[Tosbe KOje MOTHYE Ol HAGIEKTPHUCAMA ¢ je MOTEHLHUjaIHO
1oJbe, Tj. MOCToju QyHIH]ja

Y ==

[
|z —yl
Takea Ja je F' = V. DyHKIHja ¢ ce Ha3uBa noreHIujat. [ToHo-
BAMO 1a Baxu A = divV =V - V.
Jajemo Hexommko mocienuiia Kymonosor 3akona. [Tomro je

1
A- =0,
" 1
MMaMoO TIPEeCyIHy UYWIEHHIy Ja je — XapMOHHjCKa (yHKIIHU-
r
jay R®\ {0} u crora divF = 0. lHTepecaHTHO a y CMHCIY

JUCTpUOYLIMja Basku Al = —4r¢, npu uemy je § upaxosa
TUCTpUOYIIHja. "

Ortyna cieam n1a je eIeKTPOCTaTHYKO TOJbE CONICHOMIHO. Y
BEKTOPCKOM pavdyHY COJICHOMIHO BEKTOPCKO I0Jbe (IIO3HATO U
Ka0 HEKOMIPECUOMIHO BEKTOPCKO IMOJbE, BEKTOPCKO IHOJbE Oe3
JUBEPIeHINje WIH TONPEYHO BEKTOPCKO IOJbE) j& BEKTOPCKO
MoJbe v ca AMBEPTEHLIMjOM HyJIa y CBUM Taukama y MoJby:

V.-v=0.
Caja pa3MOTPUMO CHCTEM HAaeJIeKTpHCama €1, ...,€e, Koja ce
Haja3e y Tadkama Ti,...,T, OBOM CHCTEMY MOXXEMO MPHUAPY-

YKUTH T10JbE CHJIa (YHOIIICHEM IIPOOHOT HaelIeKTPUCamka), Koje ce
MOXe cMaTparu PUMaHOBOM CyMOM,

Z |az—xk|3 — @)
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ca MMOTEHIIN] oM

(5.1) Z =z _$k|

AKo ce 1Ba IpPOBOTHHUKA TTPOU3BOJHHOT OOJTMKA OTITEPETE je-
HAKUM KOJMYMHAMA eJIeKTPHUIIUTETa CYIPOTHOT 3HAKA,

g1 = —q2 = Q7
Yy IpOCTOPY OKO IIPOBOJAHUKA CC q)OpMI/Ipa CJIICKTPHUYHO I10JBE, a
I/I3Mehy IIPOBOIHHKA HOTCHHI/Ij aJlHa pasJInKa

2
U:gal—gog:/ Edl.
1

JIMHUjCKY HHTETPaJI Ce MOXKE Y3€TH 10 IPOU3BOJHbHO] KOHTYPH
KOja criaja MoBPIIX NPOBOIHHUKA KOj€ Cy €KBUIIOTCHIIM]aIHE.

Wsmelhy enexkrpuynor onrtepehema KoHIEH3aTOpa () U TO-
TEHLMjalIHe pasiauke U MOCTOjU JIMHEapHa 3aBUCHOCT, LITO je€
JIUPEKTHA TIOCJIeIUIIA JIMHEAPHUX OJIHOCA KOjU BIIaJajy usMehy
eJlekTpuYHuX ontepehema U MOTeHIUjana. AKO ce yKyIlHa KO-
JMYUHA EJIEKTPUIIUTETa Ha HEKOM MPOBOJHUKY NoBeha z myTa,
penaruBHa pacrojiena onrepehema Ha HEroBOj MOBPIIMHU CE
Hehe m3menuTH, Beh he ce caMo MOBPIIWHCKA T'YCTHHA Y CBUM
taukama mosehartn = myrta. Y uctoj pasmepu he ce moseharn
u moreHijas. OmpHoc m3Mely omnrepehema W TMOTeHIHjaTHE
pasnuke u3Mely enekrpoaa KoHAeH3aTopa je (QyHKIHja o0NIrKa,
JTUMeH3Wja 1 MeljycOOHOT ToJioXKaja eNeKTpoIa 1 Ha3uBa ce Ka-
nauuTUBHOCT: C' = Q/U.

Heka je G HaenekTprcaHO MPOBOAHO Teno y R3 y koM je
YKYITHO HaeJIEKTPUCambe (). AKO CHCTEM Y CTalby paBHOTEKE, M0-
TeHuujan V je koHcTantaH y G.

Q

Benuunna C(G) = cap(G) = 3 HasHBa Ce KanaluTeT npo-

BOJHOT Tena G. Y HacTaBKy TEKCTa je Jara MareMarudka Jaequ-
HMIIMja KananuTera obnactu y R3, ToranHu paj Kajia ce cBa Hae-
JEKTPUCAHA npeMeCTe y 6ECKOHAYHOCT je

(5.2) W= Zwk D e _ I~ aa
<t 1FLT x’“‘ 2 £l |y — |
Kopucrehn pesynrare 3a moTeHInjaa HaeJIeKTPUCAha MOXKe-
MO JaTu oroBapajyhe MareMarnuke qeUHALII]E.
Cmarpahemo na je rycTHHa HaeJeKTpHCama HENPEKHIHA
M Ja KOHAuHe CyMe TEeKe MHTerpainy. YMECTO pacrofene Ha-
eJleKTpucama nocmarpahemo mepe.
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Axko je moBpm S (omHOCHO oOmact (G) HaenekTpucaHa u A
MOJCKYN Ha moBpmu S (ogHOCHO 00nactu G), oHOa A caapku
HEKY KOJIMUMHY HaelleKTpucama ¢ = ¢(A). Jlakiie, CBAKOM MOJICKY-
ny A noneibyjemMo q = q(A), KOJIMUMHY HaeJICKTPUCama KOjy ca-
npxu. OnmTyje, yMecTo HaeleKTpHucama cMarpaheMo 1a nMamo
Mepy i Koja ,,Mepu‘‘ moackymnose ox S: p(A) > 0.

Ca D° =R"\ D o3HauaBaMO KOMIUIEMEHT CcKyma D.

MotuBucaau hopmymnama (5.1) u (5.2) nedunumemo:

1) BbytHOB moteHuujan V* (mpemiaxxkeMo M o3Hake N[u] U
I'[;2]) Mepe ca HOocaueM y D kao KOHBOJ‘IyuI/ijZ

Vi(z) =

y) dy;
p T —y\

2) eneprujy I(p) Mepe p ca:

I() = /D VA (@) dp(z) = /D Dﬁ () dpu(y).

Axo je E(z) = Taga je V¥ = F x u KOHBOJIylUja £ u [,

1
|z’
Basxu z1a je V* xapMoHujcka GyHKIMja Ha D",

Kana je cuctem (teno G onrepeheHo HaeneKTpUCameM () ¥
paBHOTEXH, OATOBapajyhu MOTEHIHjall ug C€ MOXKEe HOPMaJIH30-
BaTH TaKo Ja je uo jeaHaxo 1 Ha bG. Tana je ug = ug Ha G¢, TIe
je ug XapmoHujcka GyHKUMja Ha G, HenpekuaHa Ha G Koja je
jenHaka 1 Ha bG.

HHTepecaHTHO je J1a je KarmauTeT cKymna G MoBe3aH ca eHep-
THjOM XapMOHHUjcKe QYHKIHjE ug:

(5.3) 4mcap(G) = Eglug).

IIpe Hero mWTO CKULMPaMO J0Ka3 OBE jeIHAKOCTH, HABOIU-
MO jellaH JOBOJbaH yCJIOB 32 PELIeHEe CIIoJballber JupuxieoBor
npobema.

Axo je G orpaHnueHa o0nacT ca IJIaTKOM TPaHUIOM (TIperHy-
3uuje Xengepoe kinace C'H%), HOCTOjU pelliere CroJbalmber Ju-
puxIieoBor Hpo6neMa 3 HEMPEKH/THY PEATHO BPETHOCHY (byHKIH-
jy [ Ha bG, Tj. q)yHKuHJa u = ug Koja je HempekupHa Ha R™ \ G,
xapMonmjcka Ha G = R"\ G, u = f Ha bG u u(z) TOXM ¢ Kaja x
TEXKH 0.

Cama MO)KEeMO JaTh MaTeMaTH4Ky AChUHHUIH]Y KaraluTeTa
nomohy Bapujanujoror npobnema: npenusuuje, C'(G)je nHpuMyM
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E(p) npeko GaMuimje CBUX MO3UTUBHUX Mepa i 3a Koje N[u] > 1
Ha G. [TogBynnmo kako je V# = —4mu v kako V# uMa KoMIakTaH
HOCa4 Ha OCHOBY MaplivjajHe WHTerpaiuje, 100ujaMo

(5.4) E(VH) =— /R3 VEAVHdx = A7 E(p).

AKO 03HaYMMO MOTeHLHjad V# ca u(x) U NMPUMETHMO Ja
¢byHknMja w(r) MMa KOMIIAKTaH HOcad, J0Ja3uMo 10 cienche
neduHUIH]e:

C(G) = cap(G)je I/IH(I)I/IMyM%HpeKO amuuje cBux GpyHKIHja
m
u € CH(R™) (mm u € C§°(R™)) 3a koje je u(z) > 1naG.

Otyna jemmakocT (5.3) ciemu Ha ocHOBY JlupuxieoBor
NIPUHLUIIA.

[Ipumerumo na Gpopmyna Elu] = 4w E(u) naje jour jeaHo o0-
Jjalmerbe 3aTo F|u] Ha3MBaMO MHTErpaj eHepruje.

5.1. TomconoBa Teopema

Ha ocHOBy eJleKTpocTaTHiKHX pa3Marpama 3akibydyje-
MO Ja €JIEKTPOCTAaTHYKa paBHOTEX,a 3HAuM Jla HE TIOCTOjU HETO
MPOTOK EJIEKTPUYHOT HAaeIeKTPHCama WK Jia Hema cTpyje. OBne
hemo mpoydaBaTy CBOjCTBa TPOBOJHHMKA Yy EJIEKTPOCTATHYKO]
PaBHOTEXKH.

1. Enexrpu4HO 1MOJbE YHYTap MPOBOAHHKA j€ HYJIA y €JIeK-

TPOCTATHUYKO] PABHOTEHKH.

2. buio koja HETO HaeJIEKTPHCaha Ha H30JI0BAHOM MTPOBO/I-
HUKY Hajla3e ce Ha Her0BOj TOBPIIIH.

3. Csaka Tayka Ha TOBPIIMHUA MPOBOJHUKA y CICKTPOCTA-
THUYKOj PAaBHOTEXKH j€ Ha HCTOM MOTEHIIHjaTy — ITOBPIII je
CKBHITOTCHIIH]JTHA.

Kenenu bucmo na pasmorpumo ToMCOHOBY TeopeMy ca Ma-

TEMATUYKE TA4YKEe IVIC/IUIIITA.

[Tocroju ananoruja usmely pacroseiie HaejaeKTpUcama, ei-
EKTPOCTATHUYKOT MOTEHIINjaJIa, eJIEeKTPOCTATHIKE CHEPTH]je eJeK-
TPUYHOT T0JbA, PECIIEKTUBHO M Mepe, IbyTHOBOT moTeHImjana,
eHepruja Mepa uT/l.

Teopema 4 (TomcoHoBa TeOpeMa). 3a paciiogeny HaenreKipu-
cara, 3a Kojy cy obe ioepuu UposoGHUKA eKEUILOMeHYUujane,
eNeKtupoClaiuuyKa enepiuja enekiupuyHol Uoba je MUHUMAIHA.



102 AxaneMcke becene

YMecTo /1Ba MPOBOAHUKA MOKEMO pa3MaTpaTH n-MpOBOAHU-
Ka KOjU Cy OTpaHMYeHH MOBpIIUMa S; ca ontepeheHnM Haenek-
tpucamuma ¢, ¢ € {1,2,...,n},

VY oBoj curyanuju ToMcoHOBa TeopemMa TBPAU: 33 PACIIONCITY
HaeJleKTpUCama, 33 KOjy Cy CBE IOBPIIH IMPOBOJHHKA €KBHIIO-
TEHIIHjaJTHEe, €NIEKTPOCTAaTHIKa CHEprHja eIEKTPUIHOT IM0Jha je
MUHHMAJTHA.

Ha cemmunapy 3a aHanmm3y mokasajy CMO Ja je OBaj pe3ysiTar
nocrneauna JIMpuxieoBor MPUHIKIA U TOOWITH Jlajhe pe3yaTare.

5.2. KapnemaHoB pe3ynrar

Hexka je F C Du A = D\ F tononomku npcteH y C. Axko je

S1 = area(D)u Sp = area(F') Tana je
cap (D, F) <In 5 .
So

OBaj pesynTar ce MoXke Ucka3aru u 'y cienehoj gpopmu:

Teopema 5. Mely ceum woiionowxu upcitieHaciium gomeHu-
May pasHu ca gawiom HospuIUHOM ,, pyila " gomeH OipaHuyeH ca
gea Konyenimpuuna kpyia gaje najmarsy epegrociu 3a cap(D, F).

3a BuIIE AeTa’ba O pe3ylTaruMa NpUKa3aHUM y OBOj IMOJ-
cexuuju Buzetu [7]. Ha ocnoBy XKopaanose Teopeme 3HaMo aa
npocTa 3arBopeHa JKopaHoBa KpHBa 7y y paBHH JICIH paBaH Ha
nBe obnactu. O3HaunMoO ca Int(y) orpaHuYeHy KOMIIOHCHTY.

Hexa cy 7o u 71 1Be npocte 3arBopene XKopaaHoBe KpuBe y
paBuM M Heka je Dy C D1u A = Dy \ Dy, tie je Do := Int(yo) u
Dy :=Int(vq).

WHTepecaHnTHO je 1a ¢y MOy ¥ KallaIfuTeT IMPCTeHa jeTHAKH,
Tj. BOXHU

cap(A) = M(A) = da(v0,m);

rae je M(A) monyn A u da(vo,71) EKCTPEMAIHO PACTOjame
u3mMehy v 1y A.

MexmyneH je nokazao Bep3ujy KapiemaHoBor pesyiarara ca
M (A) (MwuHop [11] kopucTy HazuB MeKMyJICHOBA HEjeIHAKOCT)
Y IPUMEHUO je y KOMIUIEKCHO] TUHAMUIIH.

AyTOD je 10oKa3ao pazHe Bep3uje U YOIITEHha CBOT pe3yiTa-
tay [7] (Bumetu Teopeme 5.3, 5.4 u 6.1).
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IToenxkape u Cere cy noowiu cieaehu pesynrar: ako S orpa-

4 .
Hu4aBa joMeH Dy 3D-npoctopy 3anpemune V = §7TR3 Taza je

3\ /3
C(S) > C(S(0; R)) = (—) Vs,
4
Hpyrum peunma, u3mel)y CBHX JOMeHa Jare 3alpeMHHE,
JIOIITAa UMa HajMaHxI/I KaIrmanuTeT.

5.3. Cdepna cumerpuzanmja

Jle(UHUIIMO P-HHTETpall eHepruje.
E,u] :/\Vu|pdas.

Hexka je A C R™ orBopeH ckyn u C' C A KOMIIaKTaH CKYIL.
ITap E = (A,C) Ha3uBa ce koHjaeH3arop, a p — cap(A,C) je
nHOUMYM

Ep[u]:/A\Vu\pdx

IIpexo pamunuje ceux Qpynkuuja u € C}(A) (M mpeko cBUX
HeHeratuBHUX (yHkuuja AC'LP ca KOMIIAKTHUM HocadeM y A) 3a
koje je u(x) > 1ua C.

Omnwryje, ako je G moxckyn y R™ nemHUIIEMO KamamuTeT
ckyna G-

C(G) = cap(G) je uHGUMYM

Ep[u}:/ |Vu|Pdz

npeko pamummje cBux Qpyrkuuja u € C3(R™) (mm u € C§°(R™))
3a koje je u(x) > 1Ha G.

3umep je mokazao p — cap(A4, C) = Mp(A(C,bA; A)), tne M,
o3Ha4aBa p-mMoayl damuuje kpuBux A(C, bA; A) xoje crajajy C
nubAy A

Hdedununmnja 1. Heka je L 3pax uz xo go oo u E C R" kom-
UAKWAH CKYU.

Coepna cumeiipuzayuja E* ckyiia E 'y ognocy na L gegpunu-
we ce Ha cregehu HauuH:

1) zo € E* ako u camo ako To € E;
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2) oo € E* ako u camo axo oo € E;

3)zar € (0,00)ckyiit E* N S""Y(z0, ) je 3aiuisopena cghepna
kanowia yenwpupana na L ca uciiom (n — 1)-gumensuonom
mepom kao u E(xo,r) := ENS™ (xq,r)3a ENS™ Yxo,7) # 0 u
0 axo je (n—1)-gumenszuona mepa ckyiia E(xo, ) nyra.

Iepunr je mokaszao ma axo je (A, C) xommensarop, Taga 3a

p > 1Baxn
p —cap(A,C) > p — cap(A*,C").

6. XapMoHHjcKa NMpeciInKaBamkba U reOMeTpHjcKe
HejeTHAKOCTH

6.1. XapMOHHU]jCKa MPECIINKaBambha

[MogceTnMo Jla CMO y TIPETXOJHHUM CEKIIMjamMa pa3Marpaiiu
BapHjallioHy padyH u npuapyxeny Ojmep-JlarpamkoBy jeqHa-
YUHY W E€JICKTPOCTATUYIKY TEOPH]y TOTCHIMjajla W CIEIHjal-
HO /lupuxiteoB mpuHmmn u [lnatoB mpoGiem Koju ce OmHOCH
Ha mpoHanaxemwe QpyHkimje z = f(v,y) 3anare Ha nomeny D y
paBHU, YMjU TpahUK MHHUMHU3UPA TIOBPIINHY, Y3 TPETIOCTaBKY
3a/1aTUX BPEIHOCTH HA 'PaHUIM D; peniema ce Ha3uBajy MUHHU-
MaJIHUM MOBPILIMMA.

[ToHoBMMO OBa pa3MaTparma MOTY C€ CMECTUTH Y 3ajeIHHY-
KA OKBHUD: pelleha CIUINTHYHUX jelHAaYMHA JPYroT pelaa y 3a-
BUCHOCTH OJl TPAaHMYHHX YCJIOBA. Y TOM IPABIly Y OBOj CEKIHMjU
JlajeMo YCJIOBe TOJ KOjuMa je TPajiijeHT pellicha OrpaHryeH, a
Kao MpuMep HaBOJIMMO M peniere CrHaujeBor nmpodiema.

Hamomenumo nia ce Teopuja NoTeHIUjalla MOXKe Pa3BUTH U 32
periema eMUNTHIKAX jeTHaYnHa IpyTror peaa. Jlomatao pa3ma-
TpaMoO M HEKE TEOMETPHjCKE HEjSTHAKOCTH.

Axo je M nopckyn R”™, ca bM o3HauaBaMo rpaHuIly M.

XomomopdHe GyHKIHje Cy KOMITIEKCHe QYHKIHje nedu-
HUCAaHE HA OTBOPEHOM MOJCKYIly KOMIUIEKCHE paBHH Koje Cy
nupepenunjadbunne. Kommiekcna nudepeHnnjadmiHOCT UMa
MHOTO jaue mocieaune Hero yoouuajena (peanna) nudepen-
uujabunHoct. Ha mpumep, xomomopdue ¢ynkuuje cy Oec-
KOHAYHO MyTa AudepeHnnjadiine, IMTO HUKAKO HEe BaXH 3a
peanno nudepennujadbmine Gyuknuje. M Bumie ox Tora, Xo-
noMopdHe QyHKIUje cy MpeACTaBJbUBE CTEICHUM PElOBUMA
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M0 KOMIUIEKCHO] NpOMEHJbUBOj 2. BehuHa enemeHTapHHX
byHKIMja, YKIbYydyjyhu eKCOHEeHIHjaHy QYHKIIH]Y, TPUTO-
HOMETpHjcKe QYHKIM]je U CBE MOJIMHOMUjalHe PYHKIHUje jecy
XoJI0MOpdHE.

Pa3marpama y Be3u ca cienehnm mpobaeMoM cy BaXkHa y Teo-
METpPH]jCKoj Teopuju (HyHKITH]a: ako ¢y D 1 G 11Ba IOMEHA Y n-JIH-
MEH3MOHOM TIPOCTOPY, OAPEAUTH (DYHKIIHjE KOje MUHUMHU3UPA]Y
JupuxneoB UHTErpa

JRERE
D

o kiacu Gpyukuuja f : D — G koje npeciukasajy bD y bG u ,,He
JIETCHEPUIITY Ce HA TPAaHUIU .

VY paBHHM cTallMOHAPHE Tauke Cy XosoMopdHe QyHKIHje, a 'y
npocTopy xapMonujcke Qynkmnuje. Ha mpumep, y nmpoctopy He
MOCTOju OMXOIOMOP(HO TpecarukaBame u3Mel)y monte Bs u 110-
muaucka U x U, a y paBHE TTocToju m3Mel)y JoMeHa HCToT TOTo-
JIOIITKOT THTIA TP TOJTATHUM YCJIOBHMA.

3a jeaMHUYHHW BeKTOp h Koju MMa IodYeTaK y Tadykd & Jie-
¢uHMIIMMO TpaBonMHUjckH TyT C(t) = x + th. Ao ¢ uH-
TEpIpPETHPaMO Kao Bpeme, MpeciukaBawme [ aeduHHUIIE MMyT
Cu(t) = f(x + th). bp3uHa Kperama YeCcTUIIe TyX OBOT IyTa je
ucresame QyHkuje f y npasiy (M3BOA y MpaBIly) BeKTopa h.

3a peanno BpemHocke Gynkumje Cy(t) = (V.f, h) Baxwu 1a je
|V f(z)| najsehe ncrezame.

VY paBuu xonoMopdHe (HYHKIHMjE UCTEXKY HCTO Y CBHM IPaB-
muMa. Y TIpoCcTopy KakeMo Jia je mpecimkaBame [ : D — G, K—
KBa3UKOH(GOPMHO aKO j€ KOJWIHUK M3Mel)y HajBeher W HajMamer
McTe3ama YHIU(POPMHO OrpaHnyeH ca Ky CBakoj Tauku ¢ € D.

V¥ [3] pazmarpamo

(6.1) |Au| < a|Vul? +b

U TI0Ka3yjeMo Jla Cy KBa3MKOH(OPMHA IpeCiIMKaBama usMehy
[JIaTKUX JIOMEHa Koja 3a70BosbaBajy (6.1) Jlummmuiora.
3a gaspa yormTema BUIeTH ATICHIUKC 3 1 Teopemy 6.9 y [6].
Teopema 6 ([6]). Hexa cy D u Q, naiiku gomenu y R™. Ako je
u: D — Q keasuxonghopmno (g, g' Fxapmonujcko upeciuxasarse
(unu 3agosovasa (6.1)), wiaga je ipecnuxasarve u Jluiuuyoeo na D.
Ogaj pesynrar je pasmarpan Ha CemHHapy 3a aHajau3zy y
beorpany u Ha koH(epernuju y Uenajy, Unauja (“Workshop on
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Harmonic Mappings and Hyperbolic Metrics”, Chennai, India,
Dec. 10-19, 2009).*

Ha oBoj koH(epeHIHju oApiKao caM HEKOJIHMKO MpeaBarba.
OBJie caMo CKUITUPaMO HJIEjy J0Ka3a.

[MpernocraBbaMo Aa cy HOMeHH D ¥ ) TIAaTku Tako Ja
MOKeMO TpuMeHHuTH Jemy 6.18 (u Teopemy 6.19) u3 [2]. Heka
je xzo € bD, nyo = u(xo). Tama yo € b2 1 MOCTOjU JIOKATHA KapTa
@ neduHKCcaHa W mIaTka Ha B 1ae je B = B(yo, o) JIoNTa, Koja
npeciukaBa D N By xuneppasan y™* = 0y R™.

HedbuHummmMo @ = 1) ou W HEeKa je 4™ m-Ta KOOpAHHATA .
[Moasyuumo aa je @™ 0 na u™! (B N 0N). [le(pUHUILIEMO METPUKY
g"” Ha Y(B), ¥(B) C R™ Tako aa je 1) U30MeTpHja y OAHOCY Ha
eyKINACKY MeTpuky Ha B. IIpumenom neme 6.18 [2] moxe ce
MOKa3aTH Ja je 4 JIMMIHIIoBO NpeciuKaBambe.

B. boxxuH u aytop Cy nokasanu ja cy nomeHu JbamyHoBa
KBa3UKPYTOBH M Jla CE MOTY alpOKCHMHUPATH Cca KOHBEKCHUM
nomenuma. Koprcrehn criernujanny TEXHHKY pelIiy Cy jefaH
OTBOpEH MpobIIeM (cTap OKO ABaJeCETaK TOAWHA, KOJH j& BEepo-
BatHO npBU hopmynucao /. Kanaj):

Teopema 7 ([1]). Keasuxongopmua xapmonujcka ipeciura-
sarva usmely gomena Jbaiynosa cy ou-Jluiiuwiyosa.

Hanomenumo ma y [6] yka3yjemo Ha Heke pasnuke u3melhy
TEOpHje y PaBHU U y IPOCTOPY.

6.1.1. Ilurame Jako6a Cunauja

AyTop je umao npuiuky aa 2016. roqune Ha [IpuHcTony pas-
roeapa ca Jakooom CuHaujem, 10OUTHUKOM AOe/IOBEe Harpaje,
akajemukoM PAH-a u npodecopom Ha [IpuHcTony. Y TOM pas-
roBopy CrHaH je U3JI0KHUO HEeKe TIpodieMe BEe3aHe 3a JHHAMIYKE
CUCTeMe.

Takolhe, TOkOM KOMYHHKamuje TOjaBWIO ce u crueache
nuTame: Heka je G OrpaHdyeH JOMeH y paBHHU Kiace C? ocum
y KOHAQYHO MHOTO Tayaka Ha TPaHULM, IJle UMa CHHTYJIapuTe-
Te ,,tuna ymosa“. lllta moxxemo pehu o perynapuoctu dupu-
XJICOBUX CONCTBEeHMX (pyHKUMja Ha G Onuzy rpanune? (O oBoM
MUTalky FTOBOPUMO Kao 0 CHHAW]CBOM MTUTAIbY. ).

4 Buznetu u Ha https:/sites.google.com/site/iwhmhm09/course-materials.
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Kaxxemo na je f JlupuxiieoBa corncrBeHa (GpyHKIMja Ha J0-
MeHy G aKo MOCTOju cKajap A Tako gaje Af = A\fHaGu f =0
Ha bG. Y KJIIaCMYHOM CMUCIY MPETIOCTaB/baMo Jia je f Herpe-
KHJIHA Ha 3aTBOpewmy G M Jia MMa TaplidjaiHe U3BOJAE JPyror
pena Ha G. OmmTHje MOXKeMO Ja TOBOPUMO O JIWpHXIICOBHM
comncTBeHUM QyHKIHjama y mpoctopuma CobosbeBa. DyHKITH]jA
fupunana npocropy Cobosbesa W, () aKo je HCTe3ambe HHTe-
rpabuiiHo u Tpar tr(f) Hyja Ha rpaHUI. AKO je f HepeKuIHa
Ha 3aTBOpemy G, Taja ce tr(f) CBOOU Ha pecTpuKkuujy f Ha bG.

Teopema 8. Ilpeiuiiociiasumo ga je G oipanuyer KOHGEKCaH
gomen y pasnu. Axo je w € Wy*(G) Hupuxneoea coiiciticena
@yukyuja, onga je ipaqujeniv pynkyuje w oipanuue.

6.2. 'eomeTpujcKe HEjeTHAKOCTH
6.2.1. [IIBapuioBa jgema

Hekab € S = {w : =1 < Rew < 1} u ¢, KOHHOPMHH H30-
mMopdmzam U = {z : [z| < 1} Ha S, ¢4(0) = b u ¢, (0) > 0. IIpe-
ClIMKaBame ¢, MMa cienieha cBojcTaa:

1) ¢ je pactyha Ha (—1, 1) n npeciukasa (—1, 1) Ha cebe;

2)3ar € [0,1)Baxu ¢p([—r,7]) = [mp(r), My(r)], Tae je

4 a—r 4 a+r
my(r)=¢p(—1r)= = arctan m,]\lb(r):qﬁb(r): = arctanH—M Hu

¢ us
a = tan —
4

3) Ako je z = re’™ € U, u R} u R, porauuje nedunucane
MHOXEHEM ca e '* 1 —e ™ '* peCIeKTHBHO, u™ = Regy, o R
Hu~ = Regy o R, Tamajeu™ (z) = My(r)uu=(z) = my(r).
3a pa3marpama y Be3u ca llIBaprioBoM memom BuaeTH [8].
OBzie HaBeMMO caMo jefaH pesynrar. Y paay [10] ayrop u M.
CBETIUK Cy TOKa3aJIH:
Teopema 9 ([10]). Heka je u : U — (—1,1) xapmonujcka
@ynxyuja u u(0) = b. Taga je

(6.2) mp(|2]) < u(z) < My(|z]), 3a ceako z € U,

u HejegHakociu je outiumanna 3a ceaxo z € Uy cmucny 3).
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6.2.2. JlokanHa AUCTOP3Hja KBa3UKOH(POPMHHUX
MpecInKaBamba

Heka A o3HayaBa jequHUYHU Kpyr U f : A — C KBa3uKOH-
dopMHO mpecnukaBame. Jehunummmo o6 = dist(0,0f(A)),
mut(z) = sup{|p(¢)| : |¢| = |z|}, TOe je ;1 KOMIUIEKCHa JuiiaTa-
L{ja ¥ MPEeTIOCTaBUMO J]a MHTerpal

1o+
T:/ 2ut(t) dt
0

1+put(t) t
KOHBEprupa.
Teopema 10 ([5]). Heka je f keéasuxonghopmmuo upeciuxasa-
mwe Ha A, Koje je konghopmno y 0 u nexa je a1 = f'(0). Ilpeiuiio-
ciuasumo iopre o3naxe. Taga je

(6.3) [f'(0)|e™" < 4.

Axo je f xoH(pOpMHO TIpecuKaBame, Taaa je 7 = 0, u oTyna
Kao rmocienuily gooujamo ayBeny KebeoBy Teopemy.

7. lonaTHM KOMEHTapH

Kparka Ouorpaduja, mpukas ¥ OJjeK HaydyHUX pe3yirTara
ayTopa Jo0ujeHux nocie u3zbopa 3a jgomucHor wiana CAHY
naru ¢y y [13]. OBne HaBoaumo camo j1a je Kpucrodep buor,
MO3BaHM IpefaBad Ha MehyHapoqHoM KOHTpecy Maremarudapa
2018. rogune, y Math Reviews nao u3y3eTHO MO3UTHUBAH MIPHUKA3
pesynrara MarteibeBulia O XapMOHHU)jCKUM IpeCciIHKaBambMa:
[a41], MR2796877 (20121: 30046) ,, Oso je goopo naiiucan u 6pno
sanumsmug paqg‘‘ [a40], MR279-734 (2012i: 30047). ,, Osaj pag je
3AHUMBUG GOUPUHOC THEOPUjU XAPMOHUJCKUX KEAZUKOHDOPpMAI-
Hux ipeciukasarba.”; [a35], MR2337479 (2008d: 30037) ,, Osaj
pag je gyngameniuanran 3a ieomeiipujcKy wweopujy @yukyuja u
KOMUJLEKCHY GUHAMUKY jep UOCUIas/apa Cuipoia oipanuyerba Ha
6eNUYUHY JIOKATHE GUCTHOp3Uje KOJY K8A3UKOH(OPMHO npeciuka-
sarve mooice umaiiu ‘. Panosu [a35], [a40] u [a41] naBeneHu cy
y [13]; pan [a35] uutupan je y OBOM 4JIaHKY Kao [5].
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7.1. Koaytopu

AyTop je capahuBao 1 00jaBuo pagose ca: M. Apcenopuh, B.
boxun, J1. Kanaj, M. Kuexesuh, B. Mapkosuh, M. Mapkosuh,
M. IlaBnosuh, M. Jestuh, /1. lllapuh, . Aruh, H. Jlakuh, M.
Anb6ujanuh, M. Ceerimuk, M. Vuorinen, S. Chen, S. Ponnusamy
u np. Ayroposu mokropanmu (B. Mapkosuh, [[. Kamaj) umajy
3HaYajHe MaTeMaTHdyke JOTpPUHOCE y CBOjUM oOmactuma. Ha
npumep, B. Mapkosuh je m3abpan 3a Fellow of the Royal Society
(exBUBajeHTHO akageMmuk y Enrmeckoj), y 2014. roguan 1o6mo
j€ HU3 IPECTIKHMUX Harpajaa u 0o 1mo3BaHM npeaasad Ha Mehy-
HapOJHOM KoHTpecy matemarndapa y Ceyimy, Jysxna Kopeja).

3axBasbyjeM akagemMuky A. Bophesuhy u xonerama M. Ap-
cenoBuhy, O. Muxuh u M. CBeTJIuKy Ha KOpUCHUM CyTrecTHjama,
a nmoceOHo kosern M. CBEeT/IHMKY KOjH je M3pajuo CIUKE U TeX-
HUYKH 00paJno TEKCT.
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