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ОДЕЉЕЊЕ ЗА МАТЕМАТИКУ,
ФИЗИКУ И ГЕО-НАУКЕ



Миодраг Матељевић

Неки аспекти теорије потенцијала, 
визуализација, варијациони рачун

и примене





Главна тема рада је варијациони рачун и веза са стаци-
онарним тачкама функционала и парцијалним једначинама 
као и примена у другим наукама. Парцијалне једначине и 
посебно једначине математичке физике описују многе појаве 
из реалног света. Корисно је приметити да се већи део текста 
може сместити у заједнички оквир: решења елиптичких јед-
начина другог реда у зависности од граничних услова, а као 
пример наведено је решење Синаијевог проблема.

Рад је подељен на неколико целина:
1. Прво је дат кратак историјски преглед идеја и појмова 

са мотивацијама из реалног света. Наведене су изјаве позна-
тих личности о математици и разматрани појмови: гранична 
вредност, извод, екстремне вредности, стационарне тачке, 
итд. Модификован је Архимедов приступ за израчунавање 
површине коју ограничава парабола.

2. У другом делу је показано да се метод визуализације 
може користити за доказ познате неједнакости Михаила Пе-
тровића о конвексним функцијама.

3. У трећем делу наведене су неке мотивације за матема-
тичке теорије у реалном свету, посебно у физици. Разматра-
не су везе између математичке теорије потенцијала и потен-
цијала у електростатици: стање равнотеже, тежња система 
да заузме положај минималне енергије, изопериметријске 
неједнакости у вези капацитета, геометријске неједнакости 
које укључују Герингов проблем и њихова веза са логоом 
Интернационалне математичке уније, итд.

4. У четвртом делу је разматран Дирихлеов принцип и 
варијациони рачун у вези са минималним површимa, хармо-
нијска пресликавања која су стационарне тачке функционале 
енергије и геометријске неједнакости.

Аутор је покушао да овај рад (приступну беседу) при-
лагоди и читаоцима (слушаоцима) којима математика није 
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основна делатност и да покаже да проблеми којима се бави 
имају мотивацију у реалном свету. Такође, треба напоменути 
да су идеје углавном само скициране.1

1. Кратак преглед историјског развоја идеја, 
Архимедов приступ и појам граничне 
вредности и извода

1.1. О математици 

Можемо као Гаус говорити: ,,Математика је краљица 
наука“, и надахнуто наставити ,,Поред језика и музике, ма-
тематика је једна од главних области стваралаштва“. Права 
математика је лепа и истинита. Најзначајнији резултати у 
математици су тријумф људског ума, садрже не само истину 
него и највећу лепоту. Добитник Нобелове награде Е. Вигнер 
написао је чувени есеј “The unreasonable effectiveness of 
mathematics in the natural sciences” из кога наводимо: 

„Чини се да је за пуно ‘објашњење’ успеха математике 
потребно више од разумевања језика, психологије, структуре 
мозга и његовог деловања, него што се у овом тренутку може 
замислити. За развој мисаоног процеса разумевања потребан 
је даљи прогрес, а можда заиста, и нова врста и тип матема-
тике. Ипак је важно да анализирамо обим и ограничења ма-
тематике. Такође, разумно је да таква анализа треба да буде 
неопходан део образовања и разматрања студента математи-
ке. Какве користи има ученик који не зна такве ствари?“

Постоје и друга мишљења о математици (можда реал-
нија, али таква разматрања излазе из оквира овог рада). На 
пример, Алберт Ајнштајн је рекао:,,Уколико се закони ма-
тематике односе на стварност, они нису сигурни, а ако су 
сигурни, они се не односе на реалност“.

Математика има вишеструки значај: важна је у унапређи-
вању науке и разумевању функционисања универзума.

Такође би требало да будемо свесни широког значаја ма-
тематике и чињенице да се у примени математике напредује 
спектакуларном брзином. Математика се односи на обрасце 
и структуре, она се бави логичком анализом, дедукцијом 

1 Издавач је ограничио величину текста.
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(процес резоновања којим се из једне или више општих 
изјава (премиса) достиже одређени логички закључак), ра-
чунањем у оквиру тих образаца и структура. Математички 
обрасци се често користе у веома различитим областима 
науке и технологије. Математички обрасци се могу користи-
ти да се објасне и контролишу природна дешавања и ситуа-
ције. Математика има продоран утицај на наш свакодневни 
живот и доприноси богатству појединца.

1.2. Кратко о односу математике и стварности 
и специфичности математичара

Постоји велики број расправа о односу математике и 
стварности. Кратко споменимо нека природна питања. Да 
ли постоји правоугли троугао у реалном свету? Ако постоји 
правоугли троугао у реалном свету, да ли важи верзија Пита-
горине теореме за хиперболичку или еуклидску геометрију? 
Шта је права линија у реалном свету? Неки физичари сма-
трају да је права линија путања светлости и да светлосни 
зраци скрећу када пролазе поред Земље.

Оваква питања не изучава математика. У математици се 
дефинишу Риманове многострукости и геодезијске линије 
(али такви објекти не постоје у реалном свету). Математика 
се примењује на моделе и апроксимације.

Све науке заједно доприносе напретку знања о реалном 
свету. Сматрамо да људски ум никада неће разумети реалан 
свет потпуно.

Постоје и посебне приче о специфичности математича-
ра. Овде ће бити наведена једна у којој сам учествовао.

Академик М. Марјановић поставио је на сајт чланак у вези 
ПИСА2 теста. Са колегом М. Светликом објавио сам неколико 
чланака у вези ове теме. Једној елитној групи студената мате-
матике (трећа година студија) поставио сам задатак са ПИСА 
теста у коме се вода улива у посуду у облику купе. Учесници 
теста закључују да вода која се улива у посуду формира за-
рубљену купу. Сетио сам се неких ситуација из сопственог 
искуства: замислите да сте закачили дно (врх) посуде помоћу 
куке за вратило и уливате течност. Течност не остаје у посуди 

2  Programme for International Student Assessment.
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због гравитације. Можда математичари могу да промене смер 
дејства гравитације? Шта значи посуда у облику купе?

Права купа настаје обртањем правоуглог троугла око осе 
која садржи једну његову катету. Површ купе без базе настаје 
обртањем хипотенузе правоуглог троугла око осе која садржи 
једну његову катету. Површ купе са базом настаје обртањем 
хипотенузе правоуглог троугла и једне катете око осе која 
садржи другу његову катету. Ако су BC хипотенуза, а AB и 
AC катете правоуглог троугла ABC, и ако ротирамо око AC, 
тада је C теме, а AB полупречник базе. Сматрао сам да је 
посуда у облику купе без базе постављена тако да је теме 
C на поду и да купаста површ нема базу, тј. има отвор кроз 
који се улива течност. После одговора студената почео сам да 
размишљам. Можда постоје и друге могућности.

Нпр. пробушите врх (теме) посуде у облику купе са базом, 
поставите базу на под и уливајте течност. Сада вода која се 
улива у посуду формира зарубљену купу (видети Слику 1). 
Чудни су путеви математике (можда постоје неке натприрод-
не силе, врховне аксиоме).

Са М. Светликом објавио сам неколико радова у вези са 
ПИСА тестовима и методиком наставе математике.

Слика 1. Уливање течности у посуду облика купе
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1.3. Архимедов приступ

У геометрији се дефинише површина фигура као што су 
троугао, правоугаоник и многоугао. Ако имамо неку фигуру 
која се може раставити на коначан број троуглова (такве 
фигуре називају се елементарне), тада је њена површина 
једнака збиру површина троуглова (адитивност површине).

За позитивне функције  дефинишемо орди-
натни скуп над  

са 
Природно је поставити следеће питање:
1)	 Архимедов проблем. Шта је површина P фигуре ор-

динатног скупа функције  над  (површина 
параболе)?

2)	 Или, уопште, шта је површина скупа  позитив-
не функције  ?

Како ординатни скуп параболе није елементаран и не 
може се раставити на коначан број троуглова, потребно је 
прво дефинисати појам површине за овакве фигуре. 

Ако смо фамилијарни са интегралима, можемо дати јед-
ноставан одговор за Архимедов проблем:

Покушајмо да објаснимо Архимедову идеју за израчуна-
вање површине параболе. Архимед није наравно знао инте-
грале, али идеја коју је применио води дефиницији интегра-
ла. Покушајмо да реконструишемо Архимедов приступ ко-
ристећи појам граничне вредности. У време када је Архимед 
радио није постојао јасан појам лимеса, али је разматрања 
која следе образложио тада доступним методама.

Поделимо интервал  тачкама  Нека 
је  правоугаоник  и

Покажимо да  , кад  , тј. да је површина 
фигуре ординатног скупа функције  над         једнака 
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Из (1.1) следи                                         

где је 

Како је

налазимо  , где је  и .

Како , на основу правила за лимес збира и производа, 
закључујемо  и . Дакле,  тежи ка  , 
када  тежи .

По аналогији можемо покушати да израчунамо површи-
ну круга и запремину лопте.

1.3.1. Запремина пирамиде 
Запремина пирамиде P чија је база  и висина  једнака 

је 
Нека је база  пирамиде P у равни  а врх у ко-
ординатном почетку и нека је  пресек пирамиде са равни 

. Тада је 
Користећи интеграле налазимо 
Отуда је 

Покушајмо да следимо Архимеда.
Поделимо интервал  тачкама  

Нека је ,   пројекција   на -раван,   призма  
 и

Како је  и 
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налазимо 

где је  Отуда , где је  запремина 

пирамиде.
Теорија интеграла, преко таблице, даје нам готове резул-

тате тако да није потребно да рачунамо компликоване лимесе 
низова. Друго је питање да ли и колико разумемо теорију.

Даљи развој Архимедове идеје омогућава да израчунамо 
површине купе, пирамиде и торуса. Такође, могу се разма-
трати појам интеграла и примитивне функције као и неједна-
кости везане за обим и површину фигура (изопериметријски 
проблем).

1.4. Извод функције

Извод функције један је од основних појмова инфините-
зималног рачуна и заснива се на појму граничне вредности 
функције у тачки. Настао је у 17. веку у вези са проблемима 
у математици и физици (на пример, да се дефинишу танген-
та, тренутна брзина итд.), а има значајне примене у матема-
тичким наукама, физици, економији итд.

Расправа између Њутна и Лајбница око тога коме треба 
приписати откриће извода почиње 1699. године, а кулмина-
цију достиже 1711. године. Њутнов аргумент је да је на појму 
извода почео да ради још 1666. године, међутим, своја ис-
траживања није објавио све до 1704. године. Касније постаје 
јасно да су Њутн и Лајбниц дошли до истог резултата, кори-
стећи различиту нотацију и испитујући различите проблеме. 
Током година су ученици са обе стране износили нове аргу-
менте, али расправа о приоритету никада није разрешена, па 
се обојици научника приписује заслуга за коначно формира-
ње и повезивање појмова интеграла и диференцирања.

Потреба за изводом функције јавила се приликом поку-
шаја да се пронађе универзални начин за одређивање танген-
те криве у геометрији и брзине кретања у механици.

Вредност количника промене пређеног пута и промене 
времена је средња брзина. Тренутна брзина је гранична 
вредност количника промене пута и промене времена, када 
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промена времена тежи нули. Ако посматрамо кретање на 
праволинијском путу и са  означимо пређени пут за време 
, у -координатном систему кретање можемо представи-

ти помоћу функције  (користи се и ознака ). 
Брзина у тачки  је извод функције  у тачки  (ознака 

 у физици се користи и ), a  je коефи-
цијент правца тангенте.

Убрзање је промена брзине по времену. Дакле, убрзање 
показује колико „брзо“ се мења брзина посматраног тела или 
честице. Стога убрзање  је први извод брзине по времену, 
односно други извод положаја по времену, тј. важи .
Извод функције  у тачки  се дефинише као:

уколико лимес постоји. Иначе, извод у датој тачки  можемо 
схватити и као линеарни оператор који апроксимира функ-
цију у околини тачке :

Ако је  функција више променљивих 
и , функцији  придружимо функцију једне 
променљиве .

Вредност  називамо парцијални извод функци-
је  по променљивој  у  и oзначавамо са . Гради-
јент функције  у тачки  означавамо и дефинишемо са 

 
Поступак проналажења извода функције назива се дифе-

ренцирањем. Диференцирање је процес обрнут у односу на 
интеграцију.

Ако су вредности функције реални бројеви, тачке локал-
ног минимума и максимума се заједно зову локални екстреми.

Тачка  са особином да је  назива се стацио-
нарна тачка.

1.4.1. Брзина и убрзање

За илустровање почетних веза између математике и 
физике корисно је скицирати дефиниције појмова тренутна 
брзина и тренутно убрзање помоћу појма извода функције 
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(који је један од основних појмова инфинитезималног рачуна 
и заснива се на појму граничне вредности функције).

У физици и техници понекад се наводи „једноставна“ 
(неки кажу „физичка“) дефиниција да је вектор величина 
која има интензитет (ненегативна бројна вредност), правац 
и смер (који се у тродимензионом простору могу показати 
прстом). Користе се разни описи вектора. На пример, у сред-
њошколским уџбеницима често пише: „вектор има интензи-
тет, правац и смер“. На факултетима, у математици, користи 
се апстрактна дефиниција: векторски простор (ВП) је скуп 
чије елементе називамо векторима (вектор је елемент ВП). У 
реалном ВП дефинисане су две операције: сабирање вектора 
и множење вектора скаларом (реалним бројем), које имају 
особине које одговарају појму вектора у реалном свету.

У свакодневном говору, реч брзина често означава само 
вредност (интензитет) брзине (на енглеском speed). Насу-
прот томе, у физици реч брзина означава вектор брзине (на 
енглеском velocity).

Претпоставимо да разматрамо праволинијско кретање 
честице у једном смеру. Вредност количника промене пре-
ђеног пута и промене времена је средња брзина. Тренутна 
брзина је гранична вредност количника промене пређеног 
пута и промене времена, када промена времена тежи нули. 
Дакле, ако посматрамо једносмерно кретање на праволиниј-
ском путу и са  означимо пређени пут за време  (  означава 
време рачунајући од неког почетног тренутка или положаја), 
у -координатном систему кретање можемо представити 
помоћу функције  (користи се и ознака  ).

Како да дефинишемо брзину у одређеном моменту ? 
Ако је  средња брзина на интервалу  је

„Права“ брзина (тренутна брзина) у  не зависи од вре-
менског интервала јер ce добија, како ce то популарно каже, 
његовим замишљеним скраћивањем на „бесконачно мали 
интервал“ око одређеног тренутка .

Прецизније, ако постоји, гранична вредност  када 
 тежи , назива се брзина и означава се са . Дакле, 

брзина је извод функције  у тачки  (ознака   
у физици се користи и ).
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Општије, претпоставимо да је кретање материјалне тачке 
у неком референтном систему (које не мора бити праволи-
нијско) задато са , где  означава време рачунајући 
од неког почетног тренутка или положаја, а  вектор по-
ложаја. Ако са  означимо функцију  која је пређени пут 
(дужина пређеног пута) до тренутка , вредност брзине је 
извод пута по времену: .

Ако у тренутку  тачка има положај , она ће се након 
временског интервала  померити у положај . 
Промена положаја (или помак) тачке током тог временског 
интервала је вектор , који ce добија оду-
зимањем првог вектора положаја од другог. Дељењем вектора 
промене положаја  са одговарајућим временским интерва-
лом  добија се просечни вектор брзине у томе интервалу: 

Да би се добио тренутни вектор брзине (краће: брзина), 
треба користити извод (као и код дефиниције интензитета 
брзине): 

Убрзање се може дефинисати слично као брзина. Вре
дност количника промене брзине и промене времена је 
средње убрзање.

Тренутно убрзање је гранична вредност количника 
промене брзине и промене времена, када промена времена 
тежи нули. Дакле, убрзање показује колико „брзо“ се мења 
брзина посматраног тела или честице. Стога, убрзање  је 
први извод брзине по времену , односно други извод 
положаја по времену .

У физици је убрзање векторска величина, извод брзине 
по времену (која је исто вектор). У неким ситуацијама, 
међутим, користи се реч убрзање да означи само интензитет 
вектора убрзања, ако је из контекста јасно о чему се ради, 
нпр. код праволинијског кретања.

Прецизније, означимо са  промену 
брзине од тренутка  до тренутка , а са  вре-
менски интервал (протекло време) између та два тренутка. 
Средње убрзање на временском интервалу  је
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Насупрот томе, „право“ убрзање (тренутно убрзање) не 
зависи од временског интервала јер се добија његовим за-
мишљеним скраћивањем на „бесконачно мали интервал“ 
око одређеног тренутка. Поступак се уопште (у различитим 
применама) назива граничним прелазом и прецизно дефини-
ше помоћу појма извода. Дакле, убрзање је извод брзине по 
времену:

Симбол  означава убрзање (  је прво слово речи акцеле-
рација која је латинског порекла), симбол  означава брзину; 
и једна и друга величина су функције времена  (што се 
подразумева, па се не мора експлицитно навести). Убрзање 
описује како се брзо и у ком смеру мења брзина у одређеном 
тренутку. Будући да је брзина векторска величина која може 
мењати и вредност и смер, убрзање истовремено описује и 
једну и другу промену. Но, оне се могу раздвојити тако да се 
засебно разматрају тангенцијално и нормално убрзање.

Анализа кретања у динамици често полази од другог 
Њутновог закона, који (у нерелативистичкој апроксимацији) 
гласи „сума сила једнака је производу масе и убрзања“ (тј. 

). Одатле се, из сила које делују на материјалну 
честицу, јасно добија убрзање честице. Потом се из убрзања, 
брзина честице рачуна интеграцијом:

где је  брзина у тренутку  (тзв. почетна брзина). Из брзине 
се може одредити једначина путање или пређени пут. Ако се 
уместо материјалне тачке разматра тело, наведена разматра-
ња односе се на кретање његовог центра маса.

2. Визуализација и моделирање математике

У овој секцији је скициран доказ неједнакости Михаила 
Петровића коришћењем визуализације конвексних функци-
ја. Приступ је заснован на раду [9] у коме је дат допринос 
развоју функционалног размишљања у вези појма конвек-
сности. Интересантно је да је клица овог рада један задатак 
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вишеструког избора из ПИСА теста. Уопштавајући овај за
датак разматра се веза између облика резервоара за воду 
(посуде) у који се вода улива константном брзином и графика 
функције која показује како се висина воде у резервоару за 
воду мења као функција времена. Ако у моменту  означи-
мо са  висину воденог стуба, онда  називамо функцијом 
висине (уливања).

Нека је посуда  настала ротацијом графика функције  
,  око -осе и претпоставимо да је негативна 

орјентација -осе у смеру теже и да је дно посуде у облику 
круга полупречника 

У [9] je доказано да се конвексна функција на  може 
интерпретирати као функција висине (уливања) у посуду 
која има облик ротационе површи дефинисане помоћу нера-
стуће функције 

2.1. Петровићева неједнакост за конвексне функције.

Теорема 1 (Петровићева неједнакост за конвексне функције).
Нека је  конвексна функција и нека су    

 позитивни бројеви, Тада важи следећа неједнакост

Поновимо, функција  се може интерпретирати као 
функција висине пуњења посуде , која има облик ротацио-
не површи , где је  нерастућа функција.

Корак 1. Нека je  и  
 Формирајмо посуду  која одговара функцији  и 

чија је висина  (Слика 2).

Слика 2. Посуда V која одговара функцији h
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Корак 2. Узмимо  копија посуде  (видети Слику 3 за 
) и исецимо их на висинама . Тиме добијамо 

посуде . (Слика 4)

Корак 3. Исецањем делова база ових посуда, добијамо 
нову посуду  (Слика 5).

Корак 4. Претпоставимо да у истом тренутку почнемо да 
пунимо обе посуде  и  (Слика 6). Како је  
нерастућа функција, запремине одговарајућих делова посуде  

 мање су од одговарајућих делова посуде . Стога, посуда 
ће се прва напунити и отуда следи Петровићева неједнакост 
(остављамо читаоцу да попуни детаље).

Слика 3. Три копије посуде V 

Слика 4. Посуде  и  V1, V2 и V3

Слика 5. Посуда V'
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2.1.1. Герингов проблем 

Наведимо само један специјални изопериметријски про
блем (Герингов проблем). Овај проблем аутор је решио и 
објавио 1975. године (уопштење је објавио 2015. године).

Теорема 2. Ако су  и  уланчане криве у  на растојању 
1, доказати да је дужина сваке од ових кривих најмање .

Решење овог проблема има везе са логоoм ИМУ3 (видети 
Слике 7 и 8; такође, видети и Бороминов прстен).

3 Интернационална математичка унија

Слика 7. Решење Геринговог проблема

Слика 6. Посуде V' и V
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3. Њутнов закон и Кулонов закон

3.1. Њутнов закон
 
Други Њутнов закон гласи: „Интензитет силе која 

покреће тело једнак је производу масе тела и убрзања које 
тело добија деловањем те силе“, тј. , где je  сила која 
покреће тело и даје му убрзање,  маса тог тела и  убрзање 
које тело добија деловањем те силе. Убрзање тела сразмерно 
је спољашњој сили која делује на тело и обрнуто сразмер-
но његовој маси. Смер убрзања је у смеру укупне силе која 
делује на тело.

Њутнов закон о општој универзалној гравитацији има 
следећу формулацију: свако материјално тело у васиони при-
влачи друго тело силом која делује у правцу праве која спаја 
тела (прецизније центре маса), интензитета сразмерног про-
изводу маса тела, а обрнуто сразмерног квадрату растојања. 
Дакле, интензитет силе је

где је  универзална гравитациона константа (по Гаусу).
У намери да дамо прецизнију формулацију претпо

ставимо да су  и  респективно средишта првог и 
другог тела ,  међусобна удаљеност између                                                                                                                                           
тела (m), и . Означимо са  силу којом друго 
тело дејствује на прво и са  силу којом прво тело дејствује 

Слика 8. ИМУ лого



90 Академске беседе

на друго. Тада је

где је  универзална гравитациона константа која отприлике 
износи ,  маса првог тела ( ),  
маса другог тела ( ).

У литератури се понекад сила означава без стрелице и 
тврди да важи , где jе  узајамна сила привлаче-
ња између два тела. Прецизније је рећи да су интензитети 
узајамних сила привлачења између два тела једнаки.

Тако Данило П. Рашковић у свом уџбенику Динамика 
из 1948. године, пише да је овај Њутнов закон гравитације 
унео много полета у научна доказивања истина о кретању 
небеских тела и цитира да се о његовој важности најлепше 
изразио великан наше науке Милутин Миланковић: 

,,Тако се Њутнов закон највеличанственији што га је икад 
смртни човек могао да докучи, показао као општи закон 
природе коме се покорава цела Васиона“.

И Вељко А. Вујичић у својој монографији Препринципи 
механике из 1998. године такође цитира нашег генијалног на-
учника Милутина Миланковића следећим реченицама: 

„Њутновим законом поста одгонетнута хиљадугодишња 
загонетка планетарног кретања и нова сазнања следоваше, 
сама од себе из њега. Све неједнакости кретања планета и 
Месеца испољише се као природна последица тога закона, 
као и јасни изражај међусобног привлачног дејства тих не-
беских тела. He само да је тим природа тих неједнакости 
постала растумачена: оне су се могле израчунавати и пратити 
и у прошлост и у будућност. Показало се и за комете, убрзо 
иза постављења Њутновог закона, да он важи за сва небеска 
тела без изузетка, дакле и изван Сунчевог система. Прецесија 
равнодневница, коју је, као што смо чули, први констатовао 
Хипархос, нашла је Њутновим законом своје потпуно разја-
шњење, а исто тако касније опажена ротација Земљине осе. 
И облик наше Земље, а нарочито њена спљоштеност услед 
ротације добија, у свим појединостима, механичко и геоме-
тријско образложење. To исто важи и за прастаро питање 
о постанку морске плиме, која се показала као непосредна 
последица привлачног дејства Сунца и Месеца. Захваљујући 
овом Њутновом закону изникла је једна нова наука – Небеска 
механика.“
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Постоје разлике у методама провере неке теорије у мате-
матици и наукама које се баве реалним појавама. Са матема-
тичке тачке гледишта може се поставити питање да ли се маса 
дефинише помоћу силе и обрнуто (помоћу Њутновог закона) 
и да ли се може постићи напредак у вези с овим питањем.

Осврнимо се кратко на развој науке и нове теорије које су 
се појавиле после Њутна.

а) Данас се сматра да Њутнови закони важе само у кла-
сичној механици, где је брзина кретања тела релативно мала 
у односу на брзине светлости, а маса тела знатно већа од масе 
атомских делова (електрона, протона и неутрона). У случају 
изузетно великих брзина, упоредивих са брзином светлости, 
или изузетно малих маса, упоредивих са масом атома, поја-
вљују се други ефекти који се прецизно описују законима 
квантне механике и релативистичке физике.

б) Теорија релативности, коју је развио Алберт Ајнштајн 
1905. године, не прихвата појам апсолутног времена, који је 
на први поглед потпуно логичан. Да би се упоредило време 
између два догађаја који мере два посматрача у различитим 
референтним системима, потребно је користити неки сигнал. 
Једини могући начин у реалном свету је употреба светлосног 
сигнала. Но како је брзина светлости константна и независна 
од референтног система, Ајнштајн је показао да време мора 
зависити од референтног система. Време је, а према томе и 
појам истовремености два догађаја, релативно. Третирајући 
време као променљиву еквивалентну просторним промен-
љивим, Ајнштајн је, следећи пут на који је указао Херман 
Минковски, изградио појам четвородимензионог простора 
– просторно временског континуума. Геометрију таквог про-
стора одређује материја, а гравитација је само последица гео-
метрије физичког простора. Другим речима, гравитација је 
само последица чињенице да континуум простор-време није 
раван него закривљен. Честица материје убачена у свемир 
не би се кретала пo правој линији, како следи из Њутонове 
једначине, него по тзв. геодезијској линији (у одговарајућем 
математичком моделу), која физички представља (времен-
ски) најкраћи пут између било које две тачке у свемиру. Све-
тлосни зраци такође се не шире праволинијски, него се и они 
савијају у гравитационом пољу (гравитацијске леће).

в) У савременој физици квантна механика се примењује 
на микронивоу. Теорија релативитета и квантна механика су 
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две фундаментално различите теорије са потпуно различи-
тим формулацијама и према садашњем разумевању неком-
патибилне теорије реалности. За разлику од теорије релати-
витета, стварност на коју се односи квантна механика сачи-
њена је од квантних скокова. Исходи догађаја нису одређе-
ни и описују се помоћу вероватноће. Кретање субатомских 
честица није непрекидно.

г) Теорија струна је први покушај да се уједине ове две 
теорије. Погодно је у физици користити моделе у којима се 
најситније, елементарне честице разматрају као бездимен-
зионе тачке у простору и представљају помоћу координата. 
Обично замишљамо, нпр. електрон, као тачку без унутрашње 
структуре. Основна идеја теорије струна је: све те различите 
основне честице у стандардном моделу су само различите 
манифестације једног основног објекта струне. Суперсит-
не струне су дужине од око  метара (нпр. протон је 
100 милијарди пута већи од тих струна). По теорији струна, 
која је настала шездесетих година, најситније, елементарне 
честице (електрони, кваркови, хадрони, бозони, фермиони...) 
имају природу једнодимензионих струна. На пример, према 
теорији струна електрон је сићушна петља струне која може 
да осцилује на различите начине и да се понаша као фотон 
или кварк или гравитон. Универзум је сачињен од елемената 
који вибрирају, чије понашање је слично понашању затегуте 
жице у простору. Осциловање елементарним честицама даје 
наелектрисање, масу и спин.

Многи теоријски физичари верују да је теорија струна 
корак напред у схватању фундаменталног описа природе, 
мада је експериментално изузетно тешко проверавати 
предвиђања ове теорије. Истраживачи у области теоријске 
физике проучавају математику на којој се базира теорија 
струна и квантна теорија поља. To укључује примену најно-
вијих математичких дисциплина, као што је некомутативна 
геометрија, али такође укључује развој и проучавање нове 
математике која је потребна за даљи развој теорије.

д) О суштини Фарадејевих идеја Максвел пише: „Фарадеј 
је својим мисаоним оком видео линије силе како прожимају 
цео простор таме где су математичари видели центре сила 
који делују издалека; Фарадеј је видео медијум тамо где 
они нису видели ништа сем одстојања; Фарадеј је тражио 
седиште феномена у реалним деловањима која се простиру 
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кроз медијум, док су се они задовољавали да га нађу у дејству 
на даљину којем су подвргнути електрични флуиди“.

3.2. Кулонов закон

Електростатика је област физике која проучава статички 
електрицитет или наелектрисање које мирује. Постоји по-
зитивно и негативно наелектрисање. Носиоци позитивног 
наелектрисања су протони а негативног електрони. Протони 
и електрони су носиоци најмање количине наелектрисања у 
природи и називају се елементарна наелектрисања. Наелек-
трисање протона обележава се са  (или ), а наелектрисање 
електрона обележава се са  (или ).

Привлачне електричне силе јављају се између позитивно 
и негативно наелектрисаних тела. Одбојне електричне силе 
јављају се између истоимених наелектрисања. На атомској 
скали, због принципа неодређености квантне механике, на-
електрисана честица нема прецизну позицију, али је пред-
стављена расподелом вероватноће, тако да се наелектрисање 
појединачне честице не концентрише у једној тачки, већ се 
„размазује“ у простору и понаша се као права континуирана 
дистрибуција наелектрисања.

За тело кажемо да је у равнотежи (equilibrium) ако не 
мења свој положај у односу на референтно тело, тј. не креће 
се у односу на њега. У математичкој анализи, грани матема-
тике, извод је мера како (колико брзо) функција мења своје 
вредности када јој се улазне вредности мењају. Извод криве 
у некој тачки представља коефицијент правца тангенте дате 
криве у тој тачки.

Основна једначина електростатике је Кулонов закон, који 
описује силу између две тачке (наелектрисаних тела). Вели-
чина електростатичке силе између два наелектрисања је ди-
ректно пропорционална производу величина наелектрисања 
и обрнуто пропорционалана квадрату удаљености између 
тачака које су наелектрисане оптерећењима  и :

где је  константа која се назива пермитивност вакуума (ди-
електрична константа вакуума).
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У електростатици електрично поље је нарочито физичко 
стање у околини наелектрисаних тела и електричних оптере-
ћења које се видно манифестује у појави механичке силе, која 
делује на пробно електрично оптерећење унето у поље. Ако 
се у простор између наелектрисаних тела унесе пунктуално 
електрично оптерећење , које је толико мало да се његов 
утицај на расподелу електричних оптерећења која ствара-
ју поље може занемарити, на њега ће деловати механичка 
сила чији су интензитет, правац и смер потпуно одређени у 
свакој тачки простора. У једној тачки поља интензитет силе 
је сразмеран пробном оптерећењу, док правац и смер остају 
непромењени.

Поменуту основну манифестацију електричног поља, да 
дејствује механичком силом на унесено пробно оптерећење, 
искористићемо за дефиницију квантитативне карактеристи-
ке поља, коју називамо јачином електричног поља. Јачина 
поља је вектор који обележавамо симболом E и дефинишемо 
као количник механичке силе којом поље дејствује на пози-
тивну пробну количину електрицитета и саме те количине 
електрицитета: E=F/q. Вектор јачине поља има правац и 
смер силе која делује на позитивно пробно оптерећење, a ин-
тензитет му је бројно једнак сили која делује на јединично 
оптерећење.

Подвуцимо да постоји сличност између Њутновог закона 
и Кулоновог закона. Формуле су аналогне, маса игра улогу 
наелектрисања, а математика која се односи на теорију по-
тенцијала је иста и то може да има везе са универзалним 
принципима.

4. Варијациони рачун

Проналажење екстрема функционала је слично пронала-
жењу максимума и минимума функција. Максимуми и ми-
нимуми функције могу бити лоцирани проналажењем тачака 
где се извод анулира (тј. једнак је нули). Екстреми функцио-
нала могу се добити проналажењем функција где је функци-
онални извод једнак нули. To доводи до решавања придру-
жене Ојлер-Лагранжове једначине. Наведимо један познат 
пример из историје математике. Плато је експериментисао 
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са сапуницом како би показао постојање минималне површи 
са датом границом. Погодно је формулисати одговарајући 
проблем у следећој форми.

4.1.Платов проблем

Одредити функцију  задату на домену  у 
равни, чији график минимизира површину, уз претпоставку 
задатих вредности на граници домена . Користећи стан-
дардни аргумент у рачуну варијација, може се показати да 
решење Платовог проблема (које називамо минимални граф 

) задовољава нелинеарну парцијалну диференци-
јалну једначину

	Нека је  домен у равни окружен 	Жордановом кривом  
Претпоставља се да је Лагранжијан  довољно 
глатка функција својих пет аргумената и нека је . 
Ми користимо нотацију  и . Размотримо

За  и , уведимо . Aко је  
и  на , тада је

Помоћу парцијалне интеграције добијамо

Отуда je

и 

Изведимо Ојлер-Лагранжову једначину за минималну 
површ

    

.
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Нека je  Ca     
означавамо график пресликавања . Размотримо 1-параме

тарску фамилију  и дефинишимо,  

и , где je  и  Даље 

налазимо

и стога 

Отуда, како je  ми прво налазимо 

 и стога

Површина течности се понаша као еластична гумена 
мембрана (опруга). Генерално, систем под утицајем 
сила креће се ка равнотежној конфигурацији која одго-
вара минималној потенцијалној енергији. Од свих тела 
задате запремине, лопта има најмању површину. Од 
свих затворених површи задате површине, сфера садржи 
највећи волумен и минималну површинску потенцијалну 
енергију.

Нема кубних кишних капи. Сила  којом површина 
течности делује на објект који је у контакту с њом директ-
но је пропорционална дужини  линије контакта (или по-
вршини  подручја контакта ако је предмет површ). Кон-
станта пропорционалности  назива се коефицијент повр-
шинског напона течности. Дакле, важи . Стога се 
коефицијент површинског напона може изразити у форми: 

. Чврстоћа мембране варира за различите течно-
сти, нпр. много је мања за сапунасту воду него за чисту воду. 
На пример, ако  означава померање мембране изнад 
домена  у равни , тада је њена потенцијална енергија 
пропорционална његовој површини:
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4.2. Дирихлеов принцип

За мале  се апроксимира 
са  

Често је довољно размотрити само мале помаке мембра-
не, чија енергетска разлика од почетног положаја се апрокси-
мира интегралом енергије

	Овде је . Како је  јед-
начина  се своди на . Даље, 

,  и стога . Отуда налазимо 
.	 Функције које задовољавају последњу 

једначину називају се хармонијске.
Може се користити и формула (4.1). Тада треба  

разматрати као  и . Отуда 
 и .

Приметимо да ce у физици користи нотација  
за Лапласов оператор  (Лапласијан).

Ако је  глатка функција на домену  мотивисани 
претходним разматрањима и формулом (4.3) дефинишемо

и називамо интеграл енергије пресликавања .
Разматрања у овој секцији природно доводе до сле-

дећег проблема: Минимизирати функционале  и  међу 
свим пробним функцијама  које имају задате вредности на 
граници .

Прво ћемо навести Дирихлеов принцип за хармонијске 
функције.

Теорема 3 (Дирихлеов принцип). Претпоставимо da je  
домен у  и

(а)	  је непрекидна функција на ;
(б)	  има прве парцијалне изводе који су непрекидни на ;
(в)	 интеграл енергије фунције  је коначан.
Ако је u непрекидна функција на граници , хармонијска 

на  и ако је  на граници  онда је
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пpu чему ce једнакост достиже ако и само ако је  на 
.

5. Теорија потенцијала и потенцијал у електростатици 

Подвуцимо да се разматрања у овој секцији односе на 3D 
(тродимензиони) простор.

О основама електростатике и електромагнетике видети 
на пример у [12]. Нека је  позитивно наелектрисана честица 
лоцирана у тачки . Ако се наелектрисана честица  јединич-
ним наелектрисањем налази у тачки , по Кулоновом закону 
наелектрисање  делује на јединично наелектрисање у  са 

силом , где је  и 
Поље које потиче од наелектрисања  је потенцијално 

поље, тј. постоји фунција 

таква да je . Функција  се назива потенцијал. Поно-
вимо да важи .

Дајемо неколико последица Кулоновог закона. Пошто је

имамо пресудну чињеницу да је  хармонијска функци-
ја у  и стога . Интересантно да у смислу 
дистрибуција важи  , при чему је  Диракова 
дистрибуција.

Отуда следи да је електростатичко поље соленоидно. У 
векторском рачуну соленоидно векторско поље (познато и 
као некомпресибилно векторско поље, векторско поље без 
дивергенције или попречно векторско поље) је векторско 
поље  са дивергенцијом нула у свим тачкама у пољу:

Сада размотримо систем наелектрисања  која се 
налазе у тачкама . Овом систему можемо придру-
жити поље сила (уношењем пробног наелектрисања), које се 
може сматрати Римановом сумом,
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ca потенцијалом

Ако ce два проводника произвољног облика оптерете јед-
наким количинама електрицитета супротног знака,

у простору око проводника се формира електрично поље, а 
између проводника потенцијална разлика

Линијски интеграл се може узети по произвољној контури 
која спаја површи проводника које су еквипотенцијалне.

Између електричног оптерећења кондензатора  и по-
тенцијалне разлике  постоји линеарна зависност, што је 
директна последица линеарних односа који владају између 
електричних оптерећења и потенцијала. Ако се укупна ко-
личина електрицитета на неком проводнику повећа  пута, 
релативна расподела оптерећења на његовој површини се 
неће изменити, већ ће се само површинска густина у свим 
тачкама повећати  пута. У истој размери ће се повећати 
и потенцијал. Однос између оптерећења и потенцијалне 
разлике између електрода кондензатора је функција облика, 
димензија и међусобног положаја електрода и назива се ка-
пацитивност: .

Нека je  наелектрисано проводно тело у  у ком је 
укупно наелектрисање . Ако систем у стању равнотеже, по-
тенцијал  је константан у .

Величина  назива се капацитет про-
водног тела . У наставку текста је дата математичка дефи-
ниција капацитета области у . Тотални рад када се сва нае-
лектрисања преместе у бесконачност је

Користећи резултате за потенцијал наелектрисања може-
мо дати одговарајуће математичке дефиниције.

Сматраћемо да је густина наелектрисања непрекидна 
и да коначне суме теже интегралу. Уместо расподеле на
електрисања посматраћемо мере.
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Ако је површ  (односно област ) наелектрисана и 
подскуп на површи  (односно области ), онда  садржи 
неку количину наелектрисања . Дакле, сваком подску-
пу  додељујемо , количину наелектрисања коју са
држи. Општије, уместо наелектрисања сматраћемо да имамо 
меру  која „мери“ подскупове од .

Са  означавамо комплемент скупа .
Мотивисани формулама (5.1) и (5.2) дефинишемо:
1) Њутнов потенцијал  (предлажемо и ознаке  и 
) мере  са носачем у  као конволуцију:

2) енергију  мерe  ca:

Ако je , тада je  конволуција  и . 

Важи да је  хармонијска функција на .
Када је систем (тело  оптерећено наелектрисањем ) у 

равнотежи, одговарајући потенцијал  се може нормализо-
вати тако да је   једнако 1 на . Тада је  на , где 
је  хармонијска функција на , непрекидна на  која је 
једнака 1 на .

Интересантно је да је капацитет скупа  повезан са енер-
гијом хармонијске функције :

Пре него што скицирамо доказ ове једнакости, наводи-
мо један довољан услов за решење спољашњег Дирихлеовог 
проблема.

Ако је  ограничена област са глатком границом (преци-
зније Хелдерове класе ), постоји решење спољашњег Ди-
рихлеовог проблема за непрекидну реално вредносну функци-
ју  на , тј. функција  која је непрекидна на , 
хармонијска на ,   на  и  тежи   када  
тежи .

Сада можемо дати математичку дефиницију капацитета 
помоћу варијацијоног проблема: прецизније,  је инфимум 
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 преко фамилије свих позитивних мера  за које  
на . Подвуцимо како је  и како  има компактан 
носач на основу парцијалне интеграције, добијамо

Ако означимо потенцијал  са  и приметимо да 
функција  има компактан носач, долазимо до следеће 
дефиниције:

 је инфимум  преко фамилије свих функција 

 (или ) за које је  на .
Отуда једнакост (5.3) следи на основу Дирихлеовог 

принципа.
Приметимо да формула  даје још једно об-

јашњење зашто  називамо интеграл енергије.

5.1. Томсонова теорема

На основу електростатичких разматрања закључује-
мо да електростатичка равнотежа значи да не постоји нето 
проток електричног наелектрисања или да нема струје. Овде 
ћемо проучавати својства проводника у електростатичкој 
равнотежи.

1.	 Електрично поље унутар проводника је нула у елек-
тростатичкој равнотежи.

2.	 Било која нето наелектрисања на изолованом провод-
нику налазе се на његовој површи.

3.	 Свака тачка на површини проводника у електроста-
тичкој равнотежи је на истом потенцијалу – површ је 
еквипотенцијална.

Желели бисмо да размотримо Томсонову теорему са ма-
тематичке тачке гледишта.

Постоји аналогија између расподеле наелектрисања, ел
ектростатичког потенцијала, електростатичке енергије елек-
тричног поља, респективно и мере, Њутновог потенцијала, 
енергија мера итд.

Теорема 4 (Томсонова теорема). За расподелу наелектри-
сања, за коју су обе површи проводника еквипотенцијалне, 
електростатичка енергија електричног поља је минимална.
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Уместо два проводника можемо разматрати -проводни-
ка који су ограничени површима  са оптерећеним наелек-
трисањима , .

У овој ситуацији Томсонова теорема тврди: за расподелу 
наелектрисања, за коју су све површи проводника еквипо-
тенцијалне, електростатичка енергија електричног поља је 
минимална.

На семинару за анализу показали смо да је овај резултат 
последица Дирихлеовог принципа и добили даље резултате.

5.2. Карлеманов резултат

Нека je  и  тополошки прстен у . Ако је  
 и  тада је

Овај резултат ce може исказати и у следећој форми:
Теорема 5. Међу свим тополошки прстенастим домени-

ма у равни са датом површином „рупа“ домен ограничен са 
два концентрична круга даје најмању вредност за .

За више детаља о резултатима приказаним у овој под-
секцији видети [7]. На основу Жорданове теореме знамо да 
проста затворена Жорданова крива  у равни дели раван на 
две области. Означимо са  ограничену компоненту.

Нека су   и  две просте затворене Жорданове криве у 
равни и нека је  и , где jе  и 

Интересантно je да су модул и капацитет прстена једнаки, 
тј. важи

где je  модул  и  екстремално растојање 
између   и   у .

Мекмулен је доказао верзију Карлемановог резултата са 
 (Милнор [11] користи назив Мекмуленова неједнакост) 

и применио је у комплексној динамици.
Аутор је доказао разне верзије и уопштења свог резулта-

та у [7] (видети теореме 5.3, 5.4 и 6.1).
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Поенкаре и Сеге су добили следећи резултат: ако  огра-
ничава домен  у 3D-простору запремине  тада је

Другим речима, између свих домена дате запремине, 
лопта има најмањи капацитет.

5.3. Сферна симетризација

Дефинишимо -интеграл енергије.

Нека је  отворен скуп и  компактан скуп. 
Пар  назива се кондензатор, а  је 
инфимум

Преко фамилије свих функција  (или преко свих 
ненегативних функција  са компактним носачем у ) за 
које је  на .

Општије, ако је  подскуп у  дефинишемо капацитет 
скупа :

 је инфимум

преко фамилије свих функција  (или ) 
за које је  на .

Зимер је доказао , где  
означава -модул фамилије кривих  које спајају  
и  у .

Дефиниција 1. Нека је  зрак из  до  и  ком-
пактан скуп.

Сферна симетризација  скупа  у односу на  дефини-
ше се на следећи начин:

1)  ако и само ако ;
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2)  ако и само ако ;
3) за  скуп  је затворена сферна 

калота центрирана на  са истом -димензионом 
мером као и   за  и  
 ако је -димензиона мера скупа  нула.

Геринг је доказао да ако је  кондензатор, тада за  
 важи

6. Хармонијска пресликавања и геометријске
неједнакости

6.1. Хармонијска пресликавања

Подсетимо да смо у претходним секцијама разматрали 
варијациони рачун и придружену Ојлер-Лагранжову једна-
чину и електростатичку теорију потенцијала и специјал-
но Дирихлеов принцип и Платов проблем који се односи 
на проналажење функције  задате на домену  у 
равни, чији график минимизира површину, уз претпоставку 
задатих вредности на граници ; решења се називају мини-
малним површима.

Поновимо ова разматрања могу се сместити у заједнич-
ки оквир: решења елиптичних једначина другог реда у за-
висности од граничних услова. У том правцу у овој секцији 
дајемо услове под којима је градијент решења ограничен, а 
као пример наводимо и решење Синаијевог проблема.

Напоменимо да се теорија потенцијала може развити и за 
решења елиптичких једначина другог реда. Додатно разма-
трамо и неке геометријске неједнакости.

Ако је  подскуп , са  означавамо границу .
Холоморфне функције су комплексне функције дефи-

нисане на отвореном подскупу комплексне равни које су 
диференцијабилне. Комплексна диференцијабилност има 
много јаче последице него уобичајена (реална) диферен-
цијабилност. На пример, холоморфне функције су бес-
коначно пута диференцијабилне, што никако не важи за 
реално диференцијабилне функције. И више од тога, хо-
ломорфне функције су представљиве степеним редовима 
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по комплексној променљивој . Већина елементарних 
функција, укључујући експоненцијалну функцију, триго-
нометријске функције и све полиномијалне функције јесу 
холоморфне.

Разматрања у вези са следећим проблемом су важна у гео
метријској теорији функција: ако су  и  два домена у -ди
мензионом простору, одредити функције које минимизирају 
Дирихлеов интеграл

по класи функција  које пресликавају  у  и „не 
дегенеришу се на граници“.

У равни стационарне тачке су холоморфне функције, а у 
простору хармонијске функције. На пример, у простору не 
постоји бихоломорфно пресликавање између лопте  и по-
лидиска , а у равни постоји између домена истог топо-
лошког типа при додатним условима.

За јединични вектор  који има почетак у тачки  де-
финишимо праволинијски пут . Ако  ин-
терпретирамо као време, пресликавање  дефинише пут 

. Брзина кретања честице дуж овог пута је 
истезање функције  у правцу (извод у правцу) вектора .

За реално вредносне функције  важи да је  
 највеће истезање.

У равни холоморфне функције истежу исто у свим прав-
цима. У простору кажемо да је пресликавање , —
квазиконформно ако је количник између највећег и најмањег 
истезања униформно ограничен са  у свакој тачки .

У [3] разматрамо

и показујемо да су квазиконформна пресликавања између 
глатких домена која задовољавају (6.1) Липшицова.

За даља уопштења видети Апендикс 3 и теорему 6.9 у [6].
Теорема 6 ([6]). Нека су  и , глатки домени у . Ако је 

, квазиконформно -хармонијско пресликавање 
(или задовољава (6.1)), тада је пресликавање и Липшицово на .

Овај резултат је разматран на Семинару за анализу у 
Београду и на конференцији у Ченају, Индија (“Workshop on 



106 Академске беседе

Harmonic Mappings and Hyperbolic Metrics”, Chennai, India, 
Dec. 10–19, 2009).4

Ha овој конференцији одржао сам неколико предавања. 
Овде само скицирамо идеју доказа.

Претпостављамо да су домени  и  глатки тако да 
можемо применити лему 6.18 (и теорему 6.19) из [2]. Нека 
je , и . Тада  и постоји локална карта 

 дефинисана и глатка на  где je  лопта, која 
пресликава  у хиперраван  у .

Дефинишимо  и нека је  -та координата . 
Подвуцимо да је  0 на . Дефинишемо метрику 

 на  тако да је  изометрија у односу на 
еуклидску метрику на . Применом леме 6.18 [2] може се  
показати да је  Липшицово пресликавање.

В. Божин и аутор су показали да су домени Љапунова 
квазикругови и да се могу апроксимирати са конвексним 
доменима. Користећи специјалну технику решили су један 
отворен проблем (стар око двадесетак година, који је веро-
ватно први формулисао Д. Калај):

Теорема 7 ([1]). Квазиконформна хармонијска преслика-
вања између домена Љапунова су би-Липишцова.

Напоменимо да у [6] указујемо на неке разлике између 
теорије у равни и у простору.

6.1.1. Питање Јакоба Синаија

Аутор је имао прилику да 2016. године на Принстону раз-
говара са Јакобом Синаијем, добитником Абелове награде, 
академиком РАН-а и професором на Принстону. У том раз-
говору Синаи је изложио неке проблеме везане за динамичке 
системе.

Такође, током комуникације појавило се и следеће 
питање: нека је  ограничен домен у равни класе  осим 
у коначно много тачака на граници, где има сингуларите-
те „типа углова“. Шта можемо рећи о регуларности Дири-
хлеових сопствених функција на  близу границе? (О овом 
питању говоримо као о Синаијевом питању.).

4 Видети и на https://sites.google.com/site/iwhmhm09/course-materials.
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Кажемо да је  Дирихлеова сопствена функција на до-
мену  ако постоји скалар  тако да је  на  и  
на . У класичном смислу претпостављамо да је  непре-
кидна на затворењу  и да има парцијалне изводе другог 
реда на . Општије можемо да говоримо о Дирихлеовим 
сопственим функцијама у просторима Собољева. Функција 
припада простору Собољева  ако је истезање инте-

грабилно и траг  нула на граници. Ако је  непрекидна 
на затворењу , тада се  своди на рестрикцију  на .

Теорема 8. Претпоставимо да је  ограничен конвексан 
домен у равни. Ако je  Дирихлеова сопствена 
функција, онда је градијент функције  ограничен.

6.2. Геометријске неједнакости

6.2.1. Шварцова лема

Нека  и  конформни изо-
морфизам  на ,  и  Пре-
сликавање  има следећа својства:

1)  je растућа на  и пресликава  на себе;
2) За  важи , где je

 и

 

3) Ако je , и  и  ротације дефинисане
множењем са  и  респективно, 
и  , тада је  и .

За разматрања у вези са Шварцовом лемом видети [8]. 
Овде наведимо само један резултат. У раду [10] аутор и М. 
Светлик су доказали:

Теорема 9 ([10]). Нека je  хармонијска 
функција и . Тада је

и неједнакост је оптимална за свако  у смислу 3).

 за свако 
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6.2.2. Локална дисторзија квазиконформних 
пресликавања

Нека  означава јединични круг и  квазикон-
формно пресликавање. Дефинишимо , 

, где je  комплексна дилата-
ција и претпоставимо да интеграл

конвергира.
Теорема 10 ([5]). Нека је  квазиконформно пресликава-

ње на , које је конформно у  и нека је . Претпо-
ставимо горње ознаке. Тада је

 
Ако је  конформно пресликавање, тада је , и отуда 

као последицу добијамо чувену Кебеову теорему.

7. Додатни коментари

Кратка биографија, приказ и одјек научних резултата 
аутора добијених после избора за дописног члана САНУ 
дати су у [13]. Овде наводимо само да је Кристофер Бишоп, 
позвани предавач на Међународном конгресу математичара 
2018. године, у Math Reviews дао изузетно позитиван приказ 
резултата Матељевића о хармонијским пресликавањима: 
[a41], MR2796877 (2012i: 30046) „Ово је добро написан и врло 
занимљив pад“ [a40], MR279-734 (2012i: 30047). „Овај paд је 
занимљив допринос тeopuju хармонијских квазиконформал-
них пресликавања.“; [a35], MR2337479 (2008d: 30037) „Овај 
paд је фундаменталан за геометријску теорију функција и 
комплексну динамику јер поставља строга ограничења на 
величину локалне дисторзије коју квазиконформно npeслика-
вање може имати“. Радови [a35], [a40] и [a41] наведени су 
у [13]; рад [a35] цитиран је у овом чланку као [5].
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Божин, Д. Калај, М. Кнежевић, В. Марковић, М. Марковић, 
М. Павловић, М. Јевтић, Д. Шарић, И. Анић, Н. Лакић, М. 
Албијанић, М. Светлик, M. Vuorinen, S. Chen, S. Ponnusamy 
и др. Ауторови докторанди (B. Марковић, Д. Калај) имају 
значајне математичке доприносе у својим областима. На 
пример, В. Марковић је изабран за Fellow of the Royal Society 
(еквивалентно академик y Енглеској), y 2014. години добио 
је низ престижних награда и био позвани предавач на међу-
народном конгресу математичара у Сеулу, Јужна Кореја).

Захваљујем академику А. Ђорђевићу и колегама М. Ар-
сеновићу, O. Михић и М. Светлику на корисним сугестијама, 
а посебно колеги М. Светлику који је израдио слике и тех-
нички обрадио текст.
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