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The Significance of Petrovich’s Spectra for the Foundations of Mathematics . . . . . . . . . 61

Natalija Janc
Life of a Student-Corporal Mihailo Maksić – Student of Mihailo Petrović - Alas
and Milutin Milanković . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
Natalija Janc
�ivotopis �aka-kaplara Mihaila Maksi�a – studenta Mihaila
Petrovi�a-Alasa i Milutina Milankovi�a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

Aleksandar Lipkovski
Savremeni pogled na disertaciju Mihaila Petrovi�a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
Aleksandar Lipkovski
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DELO MIHAILA PETROVI�A
,,RAQUNAǋE SA BROJNIM RAZMACIMA”

I INTERVALNA MATEMATIKA

DUXAN TOXI�*

A p s t r a k t. – Mihailo Petrovi� objavio je svoju kǌigu ,,Raqunaǌe
sa brojnim razmacima” 1932. godine na srpskom jeziku. Izdaǌe je ponovǉeno
1969. u redakciji dr Petra Vasi�a i dr Milorada Bertolina. Xezdesetih go-
dina 20. veka zapoqiǌe razvoj intervalne matematike qiji glavni protagonista
je bio R. E. Moore [3]. Intervalna matematika je brzo postala jedna od va�nih
oblasti matematike i naxla je veliku primenu u raqunarstvu. Nastao je ve-
liki broj radova iz ove oblasti. Postavǉa se pitaǌe: ,,Da li je rad Mihaila
Petrovi�a uticao na razvoj intervalne matematike?” Razvoj intervalne mate-
matike je zapoqeo sa intervalnom aritmetikom i bio je inspirisan elektron-
skim raqunarima. Ne mo�e se re�i da je rad Mihaila Petrovi�a uticao na
poqetak razvoja intervalne matematike. Me�utim, ovaj rad je veoma znaqajan
zbog xirokog spektra matematiqkih disciplina (poqev od aritmetike, preko
geometrije do diferencijalnih i integralnih jednaqina) u kojima su prime-
ǌeni intervali. Radovi ruskih matematiqara (posebno Qapligina [7]), nastali
kasnije, pokazali su koliko su bile znaqajne ideje Mihaila Petrovi�a u rexa-
vaǌu poqetnog problema kod obiqnih diferencijalnih jednaqina.

Kǉuqne reqi: Mihailo Petrovi�, razmak, intervalna matematika

1. Uvod
Mihailo Petrovi� je nekoliko godina dr�ao predavaǌa na Beogradskom

univerzitetu, a koja su se odnosila na operisaǌe brojnim razmacima, tj. inter-
valima. Nakon serije kurseva, 1932. godine publikovao je kǌigu ,,Raqunaǌe sa
brojnim razmacima”. To je jedna od prvih kǌiga u istoriji matematke gde se

* Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu, i-mejl: dtosic@matf.bg.ac.rs
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sistematski obra�uju intervali. Pod razmakom M. Petrovi� ne podrazumeva
samo linijski interval na brojnoj osi, ve� i neku ograniqenu povrxinu,
odnosno, deo prostora. Ova kǌiga je originalno delo i u vezi sa ǌom pojavǉuje
se niz interesantnih pitaǌa, kao xto su: koje izvore je koristio Petrovi�
prilikom pisaǌa kǌige, da li je kǌiga klasiqan u
benik ili monografija,
da li je neposredno (ili posredno) uticala na nastanak intervalne analize,
kakav uticaj je imala na razvoj matematike u Srbiji itd. Nadaǉe, u ovom radu,
nastoja�emo da odgovorimo na postavǉena pitaǌa.

2. O kǌizi ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima”
Kǌiga ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima” je napisana na srpskom jeziku.

Nakon prvog izdaǌa, ponovo je xtampana 1969. godine (videti [1] i [2]). Kǌiga
ne sadr�i podatke o korix�enoj literaturi, niti postoje neke reference u
celokupnom tekstu. Tako�e, u drugim radovima Mihaila Petrovi�a nema po-
dataka o mogu�im izvorima ili uticajima. U radu [3] pomiǌu se radovi J.
C. Burkill-a iz 1924. godine i R. C. Young-a iz 1931. kao prvi radovi iz mate-
matike u kojima se operixe intervalima. Malo je verovatno da je Mihailo
Petrovi� znao za ove radove jer je mahom bio orijentisan na francusku lite-
raturu. Osim toga, pristupi intervalima u ovim radovima bitno se razlikuju
od pristupa koji je koristio u svojoj kǌizi. Kǌiga se sastoji iz 3 odeǉka:

a) Brojni razmaci u elementarnim raqunima;
b) Brojni razmaci u infinitezimalnom raqunu;
v) Brojni razmaci za integrale diferencijalnih jednaqina.

(U tre�em odeǉku M. Petrovi� koristi termin ,,Integral diferenci-
jalne jednaqine”, a danas bismo rekli ,,Rexeǌe diferencijalne jednaqine”.)
Iz naziva odeǉaka mo�e se zakǉuqiti da M. Petrovi� koristi intervale
u raznim oblastima matematike, ali najvixe u infinitezimalnom raqunu i
diferencijalnim jednaqinama.

Za kurseve, koje je dr�ao o brojnim razmacima slobodno se mo�e re�i da
su bili originalni i jedinstveni. Mihailo Petrovi� je pose�ivao razne uni-
verzitetske centre u svetu i sigurno je bio upoznat sa kurikulima iz oblasti
matematike. Bez obzira xto tamo nije bilo kurseva vezanih za operisaǌe
intervalima, on se nije ustezao, ve� je hrabro takve kurseve dr�ao na Beograd-
skom univerzitetu. Kako je kǌiga ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima” nastala
iz originalnih ideja Mihaila Petrovi�a prezentovanih na predavaǌima, da
li predstavǉa monografiju? U predgovoru drugom izdaǌu, profesor Mitri-
novi� tretira ovu kǌigu kao u
benik, me�utim, prire�ivaqi izdaǌa, profe-
sori Vasi� i Bertolino, u predgovoru, ka�u da se kǌiga mo�e tretirati i kao
monografija. Na �alost, u kǌizi nije navedena korix�ena literatura (niti
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postoje ikakve reference) i nije napisana ni na jednom od svetskih jezika. Bez
sumǌe, kǌiga predstavǉa u
benik, ali, zbog navedenih nedostataka, ne mo�e
se tretirati kao monografija, i pored toga xto obiluje originalnim idejama.
Mo�emo konstatovati da je xteta xto kǌiga nije prevedena na neki od svetskih
jezika jer bi, verovatno, imala veliku ulogu u istoriji matematike.

3. Intervalna analiza i ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima”
Mihaila Petrovi�a
Xezdesetih godina 20. veka zasnovana je nova matematiqka disciplina

– intervalna matematika. Req je o matematiqkoj oblasti koja se odnosi na
operisaǌe intervalima. Veoma brzo ova oblast je postala vrlo aktuelna jer
se izdvojila kao znaqajna teorijska osnova raqunarstva. Veliki broj matema-
tiqara zainteresovao se za intervalnu analizu, nastao je obiman skup radova
i odr�ane su brojne konferencije koje su se odnosile na ovu oblast. Osnivaqem
intervalne analize smatra se Ramon Moore qija kǌiga Interval analysis ([3]) je
podstakla mnoge nauqnike da se zainteresuju za ovu oblast. Kako je kǌiga M.
Petrovi�a ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima” nastala 40-ak godina ranije,
postavǉa se pitaǌe da li je ona inspirisala Moore-a da oformi novu mate-
matiqku disciplinu – intervalnu analizu. (Intervalna analiza je podstakla
primenu intervala u raznim matematiqkim disciplinama i tako je oformǉena
intervalna matematika.) Ako kǌiga M. Petrovi�a nije direktno uticala na
Moore-ov rad, da li je mo�da posredno, tj. da li je uticala na autore qije
rezultate je potom koristio Moore? Najznaqajnije rezultate u radu sa interva-
lima, pre Moore-a, imali su japanski matematiqar T. Sunaga i poǉski matema-
tiqar M. Warmus (videti [4]). Rezultati do kojih su doxli su znaqajni i Moore
je bio upoznat sa nekima od ǌih, posebno sa rezultatima T. Sunaga-e. Rezultati
do kojih su doxla ova dva matematiqara su dobijeni pribli�no u isto vreme
i, po svemu sude�i, nezavisno jedan od drugog. Nema nikakvih podataka da su
oni bili upoznati sa radom M. Petrovi�a. Ovo se mo�e zakǉuqiti na osnovu
korix�ene notacije, odnosno, na osnovu naqina pristupa intervalima svakog
od autora.

3.1. Pristup intervalima u intervalnoj analizi
Osnovne operacije u intervalnoj analizi su 4 aritmetiqke operacije nad

intervalima. Neka su X = [x, x] i Y = [y, y] dva intervala od kojih je svaki
odre�en doǌom i gorǌom granicom, a koje predstavǉaju realne brojeve. Tada
mo�emo definisati slede�e operacije:
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X + Y = [x+ y, x+ y],

X − Y = [x− y, x− y],

X ∗ Y = [minW,maxW ] pri qemu je W = [x ∗ y, x ∗ y, x ∗ y, x ∗ y],

1/Y = [1/y, 1/y] pri qemu 0 6∈ Y .

Akcenat u intervalnoj analizi je na pouzdanosti rezultata. Naime, po-
znato je (videti [5]) da pri raqunaǌu sa brojevima u pokretnom zarezu na
elektronskim raqunarima mogu da se dobiju nekorektni rezultati. R. Moore je
bio qlan nekoliko timova koji su radili na prvim elektronskim raqunarima
i zakǉuqio je da pomo�u intervala mo�e da se garantuje pouzdanost rezul-
tata. Ako je pri tom interval dovoǉno mali, tj. ako je razlika izme�u doǌe i
gorǌe granice intervala maǌa od zahtevane taqnosti, onda se bilo koji broj iz
intervala mo�e uzeti kao rexeǌe. Dakle, pored pouzdanosti, akcenat u inter-
valnoj analizi je i na taqnosti. Stoga je jedan od glavnih ciǉeva intervalne
analize razvijaǌe metoda za su�eǌe (smaǌeǌe du�ine) intervala rezultata.
Za detaǉnije upoznavaǌe intervalne analize videti [6].

3.2. Pristup intervalima M. Petrovi�a
Umesto direktnog operisaǌa sa krajevima intervala (kao xto je ura�eno

u intervalnoj analizi) M. Petrovi� uvodi pojam raqunski predstavnik raz-
maka preko kojeg posredno operixe razmacima (intervalima). Pojam raqunski
predstavnik razmaka M. Petrovi� definixe na slede�i naqin:

,,Kad je dat razmak (a, b), gde je a ǌegov predǌi a b ǌegov zadǌi kraj, mo�e
se, i to na razne naqine, formirati jedna funkcija f(w) jednoga parametra w
takva:

1. da se za jednu datu vrednost w = w1, vrednost funkcije poklapa sa a,
za drugu jednu datu vrednost w = w2 vrednost funkcije poklapa sa b;

2. da, dok w prelazi redom izme�u w1 i w2, vrednost funkcije prolazi
kroz sve brojeve koji se nalaze u razmaku (a, b). Takvu jednu funkciju f(w)
nazva�emo raqunskim predstavnikom razmaka (a, b); razmak (w1, w2) nazva�emo
parametarskim razmakom. Raqunski predstavnik jednoga razmaka obuhvata u
obliku jednog raqunskog izraza, sve brojeve sadr�ane u tome razmaku.

Stavivxi, kratko�e radi:

α =
w − w2

w1 − w2
i β =

w − w1

w2 − w1

za raqunski predstavnik razmaka (a, b) mo�e se uzeti koja bilo od funkcija:

f(w) = α ∗ a+ β ∗ b,
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f(w) = (α ∗ am + β ∗ bm)
1

m ,

f(w) = aα ∗ bβ.”

Koriste�i uvedeni pojam, M. Petrovi� operixe intervalom samo pomo�u
jednog realnog broja – raqunskog predstavnika tog intervala. Za razliku od
intervalne analize, M. Petrovi�u nije glavni ciǉ su�eǌe razmaka, tj. nije
akcenat na preciznosti.

4. Doprinos kǌige ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima”
Ukoliko kǌiga M. Petrovi�a ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima” nije

direktno doprinela razvoju intervalne analize, postavǉa se pitaǌe: kakav
znaqaj ima i koliki je ǌen doprinos razvoju matematike? Slobodno se mo�e
konstatovati da ova kǌiga predstavǉa znaqajan doprinos srpskoj pa i svet-
skoj matematici. Sama ideja da se uvedu intervali kao matematiqki objekti
(ne samo preko brojne prave, ve� u ravni i prostoru) i da se oformi kurs
zasnovan na razmacima je bila revolucionarna za taj period. M. Petrovi� je
,,naslutio” da su intervali znaqajni matematiqki objekti i stoga im je poklo-
nio veliku pa�ǌu. Uvode�i kurseve o intervalima u visokoxkolsku matema-
tiku, krajem dvadesetih i poqetkom tridesetih godina 20. veka i publikovaǌem
u
benika, M. Petrovi� je pokazao da je bio ispred vremena u kojem je �iveo
(u [4] se ka�e da ih je uveo u matematiku pre vremena) jer se tek kasnije (sa
pojavom elektronskih raqunara) pokazuje od kolikog su znaqaja.

Pored idejnog znaqaja, kǌiga je doprinela:

a) da se pojavi znaqajan broj radova vezanih za nejednakosti;
b) da se neke ideje M. Petrovi�a primene u intervalnoj analizi;
v) razvoju kvalitativne analize diferencijalnih jednaqina na

Beogradskom univerzitetu.

Kǌiga ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima” obiluje nejednakostima. To je i
razumǉivo jer se, prilikom rada sa razmacima, uvek ispituje da li je neka
vrednost izme�u doǌe i gorǌe granice razmaka. U kǌizi su prisutne ele-
mentarne nejednakosti, ali i slo�ene nejednakosti vezane za diferencijalne
jednaqine. Veliki broj radova, vezanih za nejednakosti, objavili su D. Mitri-
novi� (doktorirao kod M. Petrovi�a) i ǌegovi doktoranti.

Neke ideje M. Petrovi�a primenǉive su i u intervalnoj analizi. Tako E.
R. Hansen ([8]) uvodi pojam uopxtenog intervala operixu�i intervalom samo
pomo�u jednog realnog broja kao xto qini M. Petrovi� pomo�u raqunskog
predstavnika razmaka. Posebno su interesantni rezultati vezani za diferen-
cijalne jednaqine jer se, u kombinaciji sa rezultatima Qapligina, mogu uspe-
xno koristiti u intervalnoj analizi.
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M. Petrovi� je posebno zaslu�an za oformǉeǌe i negovaǌe kurseva kva-
litativne analize diferencijalnih jednaqina na Beogradskom univerzitetu.
Veliki broj profesora (T. Pejovi�, D. Mitrinovi�, P. Vasi�, M. Bertolino
i dr.), doktoranata M. Petrovi�a i ǌihovih uqenika, bavio se kvalitativnom
analizom diferencijalnih jednaqina. Poseban uticaj, na razvoj kvalitativne
analize, imao je tre�i odeǉak kǌige ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima”. U
ovom odeǉku opisan je postupak za ograniqavaǌe oblasti u ravni (interval
u ravni) u kojoj se nalazi rexeǌe diferencijalne jednaqine. Ovo je va�an
poqetni korak u kvalitativnoj analizi koji omogu�ava odre�ivaǌe nekih svoj-
stava rexeǌa diferencijalne jednaqine, bez nala�eǌa samog rexeǌa.

4.1. Razmaci M. Petrovi�a u diferencijalnim jednaqinama
Neki rezultati iz odeǉka o diferencijalnim jednaqinama mogu se uspe-

xno i danas upotrebiti pa �emo stoga ovom odeǉku posvetiti malo vixe
pa�ǌe. M. Petrovi� pixe: ,,...bilo da je taqna integracija mogu�a ili
nemogu�a, postoje metode za odre�ivaǌe integrala u obliku razmaka, tako da
se za svaku vrednost x sadr�anu u jednom razmaku (a, b) mo�e odrediti odgo-
varaju�i razmak (A,B) u kome se nasigurno nalazi vrednost uoqenog integrala
date diferencijalne jednaqine. Takav je razmak, kao xto se vidi, promenǉiv,
jer se on meǌa od jedne vrednosti x do druge. Kad se x postupno meǌa u raz-
maku (a, b), krajevi A i B integralnog razmaka (A,B) opisuju po jednu liniju
u ravni xOy: to su graniqne linije integrala u tome razmaku promenǉive x,
i to doǌa i gorǌa graniqna linija L i L′.” (Slika 1 – originalna slika iz
[1]).

Ako je zadat poqetni problem:

y′ = f(x, y), y(x0) = y0

M. Petrovi� razmatra opxti postupak za odre�ivaǌe doǌe granice u0(x) i
gorǌe granice v0(x) izme�u kojih se nalazi rexeǌe datog poqetnog problema,
pod uslovom da va�i y(x0) = u0(x0) = v0(x0) = y0 na intervalu [x0, x0 + h], h > 0
(slika 2). Na konkretnim primerima on pokazuje kako se ovaj postupak mo�e
primeniti. Sledi jedan pojednostavǉen primer iz [1], ali dovoǉno uopxten
da demonstrira matematiqko ume�e M. Petrovi�a u odre�ivaǌu graniqnih
funkcija u0(x) i v0(x).
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Slika 1. Povrxinski razmak u kojem se nalazi rexeǌe diferencijalne jednaqine

Slika 2. Interval rexeǌa odre�en je pravama x = x0, x = x0 + h i funkcijama
u0(x), v0(x).
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Primer 10. Neka je zadat poqetni problem za Rikatijevu diferencijalnu
jednaqinu:

y′ = y2 + f(x), y(x0) = y0.

Za funkciju f(x) pretpostavǉamo da je bez singulariteta, f(x0) > 0 i da va�i
M 6 f(x) 6 N za x ∈ [x0, x0 + h]. Koriste�i predlo�eni, uopxteni postu-
pak za nala�eǌe ograniqavaju�ih funkcija tra�enog rexeǌa y(x), M. Petrovi�
odre�uje:

u0(x) =
y0
√
N +Ntg[(x− x0)

√
N ]√

N + y0tg[(x− x0)
√
N ]

, v0(x) =
y0
√
M +Mtg[(x− x0)

√
M ]√

M + y0tg[(x− x0)
√
M ]

.

4.2. Qapliginov metod za dvostranu aproksimaciju rexeǌa
obiqne diferencijalne jednaqine
Ruski matematiqar Qapligin ([7]) predlo�io je analitiqki, iterativni

postupak za dvostranu aproksimaciju rexeǌa poqetnog problema obiqnih
diferencijalnih jednaqina. Neka je:

y′ = f(x, y), y(x0) = y0.

Kada su poznate poqetne ograniqavaju�e funkcije u0(x) i v0(x) za koje va�i
y(x0) = u0(x0) = v0(x0) = y0, onda se metodom Qapligina (slika 3) mo�e odrediti
niz aproksimacija un(x) i vn(x), (n = 1, 2, 3, ...) za koje va�i:

u0(x) 6 u1(x) 6 ... 6 uk(x) 6 y(x) 6 vk(x) 6 ... 6 v1 6 v0(x).

Slika 3. Grafiqki prikaz jedne iteracije Qapliginovog metoda
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Bitna karakteristika Qapliginovog metoda je brzina konvergencije.
Naime, za n−tu iteraciju funkcija un(x) i vn(x), (n = 1, 2, 3, ...) va�i:

|vn(x)− un(x)| < C

22n−1 ,

gde je C pozitivna konstanta. Qapliginov metod omogu�ava da se brzo su�avaju
povrxinski intervali u kojima se nalazi rexeǌe datog poqetnog problema.
Na taj naqin se posti�e preciznost bitna za intervalnu analizu. Va�an ko-
rak u Qapliginovom metodu je odre�ivaǌe poqetnih aproksimacija u0(x) i
v0(x). Ve� smo konstatovali da je ovaj korak va�an i za kvalitativnu analizu
diferencijalnih jednaqina. Qapliginov metod je nastao 20-tak godina nakon
publikovaǌa kǌige ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima” i nije mogao biti po-
znat M. Petrovi�u. Da je ovaj metod bio poznat M. Petrovi�u, verovatno bi
kǌiga o razmacima bila mnogo bogatija. Qapliginov metod je analitiqki i
posle nakoliko koraka izrazi za raqunaǌe aproksimacija postaju vrlo kom-
pleksni. Jedan od naqina da se implementira je diskretizacija. Postoji niz
texko�a prilikom diskretizacije Qapliginovog metoda (videti [9]). U prin-
cipu, mogu�e je izvrxiti diskretizaciju na vixe naqina, ali se time ovde
ne�emo baviti.

5. Zakǉuqak
Kǌiga ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima” je jedna od prvih u istoriji ma-

tematike u kojoj se sistematski operixe intervalima. I pored toga, ne mo�e
se re�i da je uticala na nastanak intervalne matematike. Me�utim, kǌiga je
imala veliki uticaj na razvoj matematike u Srbiji. Uticala je na nastanak
velikog broja radova o nejednakostima, ali posebno je znaqajna za oformǉeǌe
kurseva iz kvalitativne analize diferencijalnih jednaqina na Beogradskom
univerzitetu. Pojedini rezultati iz kǌige mogu se i danas upotrebiti u in-
tervalnoj analizi. Za to je potrebno detaǉnije upoznavaǌe tih rezultata, xto
mo�e biti predmet nekog budu�eg istra�ivaǌa.
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Dušan Tošić

THE WORK OF MIHAILO PETROVICH “CALCULATION WITH NUMERICAL
INTERVAL” AND INTERVAL MATHEMATICS

S u m m a r y

Mihailo Petrovich first published “Calculation with numerical intervals” in 1932 in the
Serbian language. The realese was reprinted in 1969 in the editorial Dr. Petar Vasic and
Dr. Milorad Beretolino. The development of interval mathematics began in the 1960s with
R. E. Moore [3] as its main protagonist. The interval mathematics quickly became a signif-
icant field in mathematics with prominent use in computer sciences and numerus papers
were published in this field. The key question is: “Did M. Petrovich influence the devel-
opment of interval mathematics?” The development of interval mathematics commenced
with interval arithmetic and it was inspired by electronic computers. One could not make
a strong claim that the work of M. Perovich directly influenced development of interval
mathematics. However, his groundbreaking work was very important for a wide spec-
trum of mathematical disciplines in which the intervals are applied (arithmetic, geometry,
differential and integral equations, to name a few). Subsequent publications by Russian
mathematicians (especially Chaplygin [7]), pointed out the significance of M. Petrovich’s
ideas in solving the initial value problem at ordinary differential equations.
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